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,É  L  É  M  E  N  S 
-  .  d'algebrè. 


SECONDE  PARTIE. 

DE  L'AT^ALYSE  INDÉTERMINÉE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

De  la  refolution  des  Equations  Ju  prc^  'c-r 
^^^<^'  9  'jUt  renferment  plus  d'une  inconnue. 


a  vu  y  dans  la  première  Partir  , 
ccHTimrnr    une   quancirë  inconnue 
ddrernvt  i  par  une   feule  cquacîon  ,  & 
^comment  on  peut  déterminer  l  lux  incm- 
nues  moy-nnanc  deux  équations  ,  trois 
Tume  IL  A* 


pofîâf.  Oti  pourrôic,  par  conféquènt  l\ri 

lubfticucr  cous  les  nombres  entiers  4<^pvlis  . 
t  jufqu^à  rinfiui  ;  mais  remarquotfs  que  x 
àoh  pareillement  être  un  nombre  golicif ,  ^ 
»d(r4  s'enfuie  <{ù0y  ne  peut  ctré  pris  plus, 
grand  que  lo  ,  puifqu'autrement  x  dcvieti- 
droit  ftrfgatif &  fi  on  rejetcèaulfi  lava* 
leur  de  x;;=o,  on  ne  peut  mcmc  faire  y'*'  ' 
plus  grand  que  9.  AInfice  ne  fonr  que  les 
ibiutions  fuiyantes  q^i  ont,  lieu. 

•Si  y=î=i,  2,  3.4.5.  7  >^  7*9^'  . 
on  a  x='9  ,8,7  ,A>  \i  4  1^,3  *  ^ 

Or  les  quatre  dWiteres  de  ces  neuf  fo^ 
lytions  ccant  les  mcn^s  que  les  quatre  pror  ' 
nnerc5,il  cft  clair  que  la  que/tion  n'admet  r 
auibiul  que  cinq  folutious  diii<^rences.. 

Que  fi  Ton  demandoic  trois  nombres  , 
dont  la  foiDoïc  fut  10  ,  on  n'auroic  qi|^* 
jarcager  eu  deux  parties  l'un  des  nombr^ 
que  nous  venons  de  trouver^  ^^^l^tea-'^ 
drou  de  cette  iiuiuere  UD  pliiî%iÇaa4  nujîi- 
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'•ConiiTJc  nons  n'apperccvon:^ 


eu  ne 


difficulté ,  nous  pafTcroriS  à  des  qû^jâllÊ0k 
un  peu  moins  faciles. 

Queflion  première^  II  s'^^C  de  pî»rti<^|i< 
en  deux  parties.^  dont  Pune  foit  dî^ 
/ibic  par  2,  ,  &  dont  Tautre  foIt  divifible 
pir  3. 

Soit  Tune  des  parties  cherchées  =  ir, 
&L  l'autre  =  3/  ,  il  faudra  que  ^x  -f-  3y 
==15  ,  &   par  confcqucnt  que  i.v  =  15 
— 3^'.  Si  l'on  divife  par  2  y  on  j  .  ~  ^ 
d'oùnous  concluons,  en  premier  lieu,  que 
ûok  2tre  moifidrc  que  15  /&parcon- 
fcquent  y  plus  petit  que  8.  Qu'on  tire  de 
rte  valeur  de  jc  autant  d'entiers  qu'ail  eft 
pofîîbic ,  c'cft-à-dirc  qu'on  divife  par  ledé- 
nminateur  z  ,  on  aura  x  =  12  — y  4- 
.  d'o  il  il  fuit  que  i  —y  ,  ou  bien  y —  t  ,  doit 
être  diviiîblc  par  2.  Ainfinous^  y 
—  I  =2^,  &:  nous  aurons  y  =:ï  1^ I  ,  de 
forte  que  jc^  i  2 — 7.7 — i — 1 1— ^3{.Or 
puifque  y  ne  fauroit  être  plus  g:      que  8, 

A  iij 


6  ^  Z    É   M   E   N  s 

l'on  ne  peut  non  plus  prendre  pour  :^  de^ 
nombres  qui  rèndnpicnt  2.{4-i  plus  grands; 
que  8.  Par  conféquent  il  faut  que  foie  plus 
petit  que  4  ,  c'eft-à-direquc  :j  ne  peùt  êt^-p 
pris  plus  grand  que  3  ,  fie  delà  rélultcnt 
Jcs  folutions  qui  fuiVent  : 

Si 


on  fait  7=0 

1=1 

^=1 

{=3. 

on  a  j=  I 

y=3 

y—1  y 

■«=5 

X  1. 

•  Donc  les  deux  parties  de  15  qu'on  cher- 
çhbit  ,  font  : 

I,0i2-i-3.îI0'é+9,lII.)io-f-i5  , 

IV.)  4-1-21. 

QueJIîon  /iconr/f.  Partager  100  en  deux 
parties  ,  telles  que  Tune  foit  divifibic  par 
7  ,  &  Paucre  par  11. 

Soit  donc  7  X  la  première  partie  &  i  ly 
la  féconde,  il  faudra  que  7X-fiij=  100;  6c 
par  conféquent  que  x  =  i^-^=2^^-=i' , 
ou  oue  —  y-^^^'y  donc  il  faut 

<gue2~— 4y,  ou4.y— ri ,  foie  divifiljle  par 7, 


A  L  G  E  Jf  R  B.  y 

Or  fi  Ton  peut  divifcr  \y — i  pnr  7  ,  on 
pourra  aufli  divifcr  par  7  fa  mpicié  ly — i  ; 
qu'ion  falTe  donc  ij— i  =7{  ,  zy— 7^ 
,  on  aura  jc=  14 — y — 2^.  Mais  puif- 
(juc  2y=7^^i=z:5:j^-|-:j-|-i  ,  on  aura  y 
=^{-j-^  ;  2c  il  faudra  taire  1=1?/ , 
ou  =  1//— cette  fuppofition  donne  y 
—  par  conféquenc  on  peun  pren-?  ^ 

dre  pour  u  roue  nombre  entiLT  qui  ne  rend 
pas  X  ou  y  négatifs.  Or  comme  y  drevienc 
=  71/ — -3  &  x=  19 — ne/ ,  la  première  de 
çcs  formules  indique  que  doit  lyrpafTer 
3  ;  &: ,  fuient  la  féconde  ,  1 1  //  doic  être 
.ipoinilre  que  19  ,  ou  u  moindre  que  ; 
ainfi  //»c  peut  pas  même  ccrc  =  x  ;  &  puif- 
qu'il  elt  impoflîble  que  ce  nombre  foit  o  ,  il 
faut  nécelTiircment  qucw=  i  :  c  ctt  la  feule 
valeur  que  cette  lettre  puiiïe  avoir.  II  ré-, 
fuite  delà  quex=:8  ,  &y  =  4,&que  Ic> 
deux  parties  de  100  qu^oh  cherchoit^  fonc 

T.)  5é,&  TI.)4f 


A  jy 


s  E  £  s  Jif  E  N  * 

6.  ' 

QiJtfiion  froi fienic .]^ârtùgcv  îoocn  deux 
parties  ,  celles  qu'en  Jivifant  la  premicrc 
par  5  ,  il  relie  z  ;  &c  cju  en  uiviiuiu  lu  Ic- 
condc  par  7  ,  il  relie  4. 

Puifquc  la  première  partie  ,  diviG^e  par 
^Jain'elc  refi'Ji!  ?  , nous  rnnpofcrons qu'elle 
foit=5x-j-  X  ,  ex  par  une  railon  (eniblablc, 
nous  ferons  la  féconde  partie  =  7J~j"4* 
Nous  avons  par  conléqucnt  5  "^-f"7J'^"^ 

=  100,    ou    ^.V^r^A  7V  =  90-|-4  '^Y 

— iv.  ;  d'où  nous 'tirons,  vc=  18 — \  — 
II  sVnf li'-  ('rtà  que  4 — 2v  ^  ou  ly — 4  , 
ou  bien     niijicic  3^ — doit  cire  diviliblc 
par  5.         JUS  ,  p^r  cette  confiddfacion  , 
y — =      ,  <HJ  }  —  ^i;--]-!  ,  nous  auro:.. 

16—  ,  j  j  à'(  j  I  .     concluons  que 
doit  être  plus  petit        '6  ,  &  ^  plus  petit 
que       .    ,         V.  que     ne  peut  furpaf- 
fer  1.  La  quelhon  propofce  admet  par  con- 
féqucnt  tfi  -s  folutions. 

I.  ^  =  G  donne  X  =  1 6  &  j  =  2» ,  4-'^'« 
fultent  les  deux  parties  de  100  qu'on  d^r^ 
choit  y  8x-^i8. 

■* 

* 


2)^  A  i'.  G  E  B  R  n. 

.  II.  çs:?:!  donne  x±=5&y  =  7,  6c  Ic^ 
deux  parties  en  qucflion  font  47 -{-.5  3. 

III.  ^=2  donne  x=zz  ôcj=ii ,  ôc  on 
aies  deux  parties  ix-|-S8. 

■■  7- 

Quâflioncju  itn'eme.  T)cr  -^anncs  ont 
enfcmhie  ico  Œufs  ;  l^une  dir  à  i'aucrc  : 
Quand  f€  con  pte  mes  otufs  par  huitnints  , 
il  y  i.  furplua  de  7.  T.a  fcconde  re  pond  : 
Si  je  compte  les  micas  par  di:^aines  ,  je 
trou  .  ne  furp!i/s  de  j:  On  àtmmàc 
com  '       '  icunc  avoit  d'œuts  ? 

Comme  le  nombre  des  œufg  de  la  pre- 
mière Pc  me,  divilé  par  8  ^-lailFe  le  re- 
fiJi!  ;  &:  que  le  nombre  des  œufs  de  I2 
feconde ,  divifé  p.'ïr  10  ,  iionnc  le  même 
léfidu  7  ,  on  c^'^"i'^iera  le  prçmif:r  nom- 
bre par8A'-[-7  3  à  le  fécond  par  ioy-}-7  ; 
de  cette  façon  8.v-[  -  '  v-j-  14.=  100  ,  ou 
8x==86 — ioy,ou  4.x  =  43 — 5y=4o-^3 
— 4y — -y.  ^arccnfdqucntfî  Ton  fait  y — .3 
,  de  force  que  y  =  4{-|-  ,  on  aura 
y:—  10 — 45; — 3 — {  =  7 — 5{;aoailfuiç 
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que  5^  doit  être  plus  petit  qire  7,  plus 
petit  c]uc  2  ,  c'ett-a-dire  qu'où  n'aura  que 
les  deux  fclutions  fuivantes, 

I.  )  ^  =0  donne  jc  =  7  ,  6:  y  =  ^  ;ainfila 
prenricre  Paylannc  avoit  63  œui^ ,  &:  la 
féconde  en  avoic  37. 

II.  ) 7  =  1  donne X  =  2,&  y  =  7  ;donc 
la  première  Pjyfanne  avoic  23  œuts  ,  & 
la  féconde  en  avoit  77, 

8. 

Qlie filon  cI:iqiueme?Unc  troupe  d^'hom- 
mes  &  de  femmes  a  dcpenfé  dans  une  au- 
berge  icoo  fous.  Les  hommes  ont  payé 
19  fous  chacun  ,  &c  les  femmes  13.  Com- 
bien y  a  voit-il  d'hommes  &  ae  femmes? 

Soit  le  nombre  des  hommes  =  jc  ,  Se 
celui  des  femmes  =  y,  on  aura  Pequation 
i5.Y-^i3y  =  1000.  Donc  l'^v  =  1000 
-r-ti<^  .;c=988-j-ii— 13X — 6x,  ùc  y  =  ^6 
— ;  d'où  il  fuit  que  11 — 6x ,  ou 
6x' — IX  ,  ou  audi  AT— 2  ,  la^lixteme  partie 
^e  ce  nombre  ,  doit  ctr^  .vifible  pnr  13. 
Qu'on  falTc  donc  .v — 1  =  13^,  on  aura  :C 

.m' 


'1n« 


y  =  74 —  icj  j  ;<:e  qui  fait  voir  que  :^  doit 
^  être  moindre  que  f-^,  &  par  cobf(^^gtfnc 
moindre  que  4  ;  de  Ibrrc  que  les  quarte 
(olutions  fuivantes  peuyenc  aroir  lieu. 

I.^  çnro  donne  x  —  ^  &  y  =74.  Dans 
ce  cas  il  y  avolc  deux  hommes  5c  foixante 
^.quatorze  femmes  ;  ceux-là  ont  p^ye  38 
fous  ,  ôc  celles-ci  ^(^i.  fous. 

n.)  I  donne  le  nonibrc  deshommes 
x==  15  ,&  celui  des  femmes  y  =  55  ;  ccuxr 
là  onc  depenfe  2S5  fous  ,  celles-ci  7/5 
Yous.  ^f- 
'  III.)  =  1  donne  le  nombre  dçs  hom-ï 
mes  x'=  28  ,  &  celui  des  femmes  y  =  3^  ; 
donc  ceux-là  o^c  de^penfc  531  fous  ,  3c 
celles-ci  4.68  fous. 

IV.)  {  =  3  donne  jc         ,  &  y  —  17; 
aiafi  les  hommes  ont  depçnfd  77^  fous  , 
les  femmes  ont  dépenfé  in  fous, 

Queftion  Jixicme.  \Jn  Fermier  acheté  à 
h  fois  des  çli^yaux  u  u^o  boçufs  pour  là 


12         .    '^EzilMXN  ^ 

fommc  de  1770  cfcus;  il  paie  31  ccus  pour 
Ci  r  chcvnl  ,  &:-at  dcus  -pour  c^^quc 
jjœui^Cçavjica  a-c-il  achccé  de  chevaux 
&i<de  bceufs  ?  ' 

SfîiC'k  nombre  des  chevaux  —  x ,  Se 
eelui  des  bœufs  =  y  ;  il  faudra  que  31X 
-j-  2  iji=i77o  ,ou  que  113^=1770 — 3IAC 
^1'^6j^.-\-6 ^iix — toa:  ,  c'efl-à-dire  que 
^=84— x-f-*-^-.  Donc  il  fa-c  qu'on 
pu.  .  divifer  içfiC'-^6,  &  aufiî  la  mxixzié 
5'V — 3,  par  II.  Qu'on  Tuppolc  donc,5;c 

—  3=±:  II  ^ ,  (^n  aura  ^  v—  2  îf-^  3  ,  &  y 
devient  =84 — X — .  aj.  Or,  .puii'que  jc 
à=r  ~-  =  4^ -j-^  ,  il  fau<îra  faire  encore 

cette  fuppofîrion  doT)ntf*^=^u 

—  3,  x—liu — Il  ,  &y.—  :         ^  '~[-f2 

—  Io//-|-6=ioi— 3IW;  âc  il  fuit  delà  que 
w  doit  ôtrep!ii^  grand  que  o,  û^cçpçcdanc 
plus  petit  que  4,  c?  quj  fournie  les  trois 
foJutions  qui  fuivcnt  : 

I.)  uacrri  donne  le  nombre  des  chevaux: 
xz=:zO  celui  des  bœufs  y—-^i  ,  donc 
les  premiers  ont  coûté  179  écus'  ,  Se  les 
VACiiriers  1491  çcus  ;  en  tout  1770  ccus. 


»4  .  v^.  s 

■i  -       „  ■   J  . 
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II.  )  w=i  donne  ^^=30  &  ;ainli 
les  chevaux  ont  co\xtj.,  (^'^o  écus  ,  &  les 
bœufs  ont  coûte. 84.0  écus  ,  ce  qui  fait  en- 
fcmblc  1779  etus, 

III.  )zy=3  donne Ic^ggmbre  deschevaux 
ji ,  &  celui  des  bOBufe  y=9;. ceux-là 

onc  coûté  1581  ccuf ,  &  ceux-ci  189  écus  ; 
Cjcla  Taie  enfcmblc  1770'ccus. 

10. 

L.CS  queftions  que  nous  avons  confi4é- 
récs  jufqu'à  préfenc  ,*  conduifcnr  routes  à 
une  équation  de  la  forme  <2A:-|-i)'=c^  où 
a  y  b  &c  c  (Ignifient  des  nombres  entiers  Se 
po'fitifs ,  &  où  Ton  dcmandc-pokir  x  &c  y 
pareillemenc  des  nombres  entiers  pofitifs. 
Or  fi  6  eft  négatif  ,  Se  que  Téquatton  aie' 

la  forme  ûx=rAy-}"^  >  des  quclHpns 

,d'une  toute  autre  efpccc  ,  Se  qui  admettent 
une  infinité  de  folutions  :  nrnis  allons  en 
traiter  aulfi  ,  avant  que  de  finir  ce  Cha-^ 
pitre. 

Les  plus  fimples  de  ces  queftions  fi^ht 
3c  la  nature' de  celle-ci  :  on  cherche  deux 


4  '  -r  % 
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=  7y-j-3  ,  d'où  rëfultç  IVquarioo  çjt=7y 
9    &  par  conféqtfcot  jc=^24tl|-Li±jz±i 

jauja  *  =  y +.{^;  x>r  à  caufç  de  2-:^  +  3  =.  S  {  , 

•otî  de  2y  =  5  ^—3 ,  on  a  y  =  '-^'poix  y  5=  1=5^  ' 

on  fuppolç  donc  encore   — 3 

iz/,  on  aura  f  =  i^^J  ,  &  y  =  5 

(Scx^yrl-is^yw-j-^.  IJonc.  le  no^br.e 

cîicrchc  A\=35«"4-,45  ,  oiï  on  peut  fubf-  " 

muerau  4ieu  de  t/  non-fiplemenMous  les 

nombres  erùiLis  p^olitifi-j  mais  uuiri  tics 

nombres  negatîfs  ;  car  ^  comme  il  fuiSc  qi^e 

^devienne  pcjfii  r,  on pcuiiairex^  = — i  , 

xe  qui  rend  iV^=?  ib.  On  obrienc  Içs  autres  • 

valeurs*,  en  ajouuuc  continuelleaKuc  3$  t 

c'eft*à-dire  que  les  npmbres  cherchés  font  \  \ 

ao^  45'.,  80,  115  185,  5LXO  ,  ÔLçS'"  • 

-      .  .  -     '      '  t  ^ 

Les  folutioas  de^s  fortes  de  quefiions 

dépendent  da  rapport  des  denx  nonrbre^  . 

par  lefqiicls  îl  s\'î«^it  de  divi(cr  ,  cVft-à- 
^dire  qu'elles  deviennent  plus  ou  moins^on-  , 
gucs ,  fuivant  la  nature  dé  -ces  divifwrs.  * 

-  •La 
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^^^qurftion  ù^nmv  ,  par  ejceniple  ,  admet 
^jjfc  -'loiuùpn  rrès-cc  :  On  cherche  un 
li ,  d\viiévnr6 ,  lailTc  le  réfidu  x; 


&  cfui ,  di%^iicpar  13  ,  donne  3  de  rdfîdiu 
Soie  N  ce  nombre  :  il  faut  d'abord  que 
^jL^Sx-^z  ,      après  cela  que^  =13  y 

4^u|oi|^'e  y-f  ^=3iS':|^4>fl  aura  y=i6::(—l  -y 
&  .v=îi y-)-^  ^  ; — ^  ;  d'où  il  fuie  que 
le  nom  :  V.  id  N==jS^ — 'lo.  Donc 

la  nucilion  aJniet  les  valeurs  faivantes  : 
68  ,1^6  y  224  ,  302  ,  380  ,  &CC.  quifbr- 
fncnc  une  progrciïion  arithmétique  ,  donc 
là  diftércncp-e^t  73=6.^.3.  Il  fuffic  ,  par 
0^0féquenc ,  de  connoitrc  une  icuie  de  cqji 
valeurs  pour  trouver  facilement  cloutes  les 
autres  ;  qn.n'a  qu\i  ajouter  conftaramenc 
78  ,  &:  fouftrairc  ce  nombre  auffi  loag- 
^^rops  que  cela  qLI  poffible.^ 

Laqucûion  fuivanté^^^rnitun  exemple 

d^une  folutîon  plus  longub  5c  plus  pénible. 

Tomé  IL  .        ^  ^    .     j  'il  . 

«  • 

•  •  ^ 

:  '  •  >  •  *  I 

 ,  <    ^  •  ,  -  --^ 

•     -  «Sl^  .    w        %       ■  .  ^ 


Qjtcjtlon  huiiicmc.  Trouver  un  no^rnï>'r'|f 
jV  qui,  étanrdivifë  par  39  ,  doane  Fs-fil- 
fidu  16  ,  &  tel  aufT  j  fi  bn  lé  di'  '  ,f 
y6  ,  on  trouve  le  refiau  27.  ''^^^ 
*  Il  faut  en  premier  Hei*g»^i^r:=39;74-  r^, 
.&  en  fécond  lieu  cfixè'lV^  >  ^""^^ 

&;,^^^  =  ^4.i^n=.^^-r  ,  en  e* 
pfimanc  par  r  la  fra£Kon A*^ 

s^y,-  de  façon  que /=  ,    ,  '^>u  ij  f^'^i' 
— ^i  r,  d^'oLi  pro-rie#t  r===^;-  ==3/4~ 
==  3y^r  ;  de  maniéré  cjuc  i  ;  ou  5  f 

=i:r 2/4-1 1  ,  d'où  Toti  tire  =2:+  '-'' 

*=         ,  en  favfanc  t/=  "^^^  1 1, 

Or  n'y  ayant.  m?:i        '^r  phis  defraf'* 
on  peut  prendre  //  à  v      ,    ,    .  on  n'a u rit 
plus  qu'à  paffer ,  en  rtitro;     '    : ,  par 
detcrmji,iaifons  fuirantcs  :  r 

y^if^v..:,  u  2:2,  # 

•  • 

•i  • 

4 


7  , 


•    •  • 


^'■■li-L-pcti*»  Of); 


A  i  o  F  n  à  à. 

la.^  plus  pexicc  valeur  p/L/lUble  àt :N 
^  '^miT  4  ;  dans  ec.f  'C  tuppçrfic?i:n  çri 

.a  Nt=î=i  1-^7.  Que Ton^  £ïic  —  4^ 
hn  trouve  N~xi^^x — 5736-^9983  ,  où 
A=i  I  S^x-J-Jt  I47,  .Ces  nombres  formenc 
p2r  confequenc  une  progreffion  arithmé- 
tique  ,  dont  I.c  premier  tqrme  cil  J&?I47  , 
^  donc  la  différence  eft  xiS^;  en  voici 
4|uelques  cernées  :  \ 
î  147.  3331    5)^5  ^  7%.  9883  ,  &(¥ 

*  Ajourons  encore  queîqtfès  autres  quef- 
tîonS)  fur  !eï(:}iic!Ies  ôr;  puiire-^'cxercer. 

Qucjîhn  neuvième.  Une  é^fnpagnie 
d'hommes  &  Se  femmes  fe  trouvent  à  un 
pique-nique  ;  chaque  hom^e  de^enfé  25  f, 
&  chaque  femme  de^penfc  i6  4iv.  &  il  fe 
troute  que  toiKesles  femmes  enfembîe  ont 
payé  I  liv.  àt  plus  *que  les  hommes.  Com- 
bien y^avoît-ii  d^ibmmé^  &  de  femmes? 

Soir  le  nombre  des  feinmes=p  ,  celui 
des  hommes  ==^  ;  les  femmes  auroot  d^- 

.  5  y 


Nous  aurons  par  tonrcqtiçut  en  x^i^- 

'   .  «?7ïa '■•+'/"=  «jéw  V  7  >  » 

aidii  le  noi{t>bre  des  fetnrti0^^i(-2'^  u  ~|- 

&  celui  ^ie^,bonl^^a6  étpiç^i<Î.H»J-7.      o».  ' 
■  peM/ahftkuçr  îansufe?  ternmles ,  àu  lic^ 
de     tel;  a^^r«s-c^Ç(çrs^i||on  veut.>Liy 
jrerultats.Ie4,j»lu[$ petits  ^jHp4J.-  coufàjutne 


 Jcs  horcracs  :  =  7. -3»  39»  5  5,  «^c^. 

Suivant  la  première  ù  '    '     ,  ou  cqjjc  qui 


len 


fecnie      plus  pettrs  noirj'ircs  \  \cs^(cin^^^ 
AprÇnt' pci>fe  17^  ''VK  ùc  les  JîorpiTjC!/^ 
livres^  c'd il     .:     i,.  .. '  vr'c  de'mninS 


Il     ■ .  A  -      <Tci  t .  (  -i     ;  i  !  Pniiej  r  4fc  'A 
|.ar  cheval ,  &:  20  écus  pour  cti^ii? !)  rrTi ^ 
ôc  1)     trouve  que  to#fe(!e#s  lui  orr  ciait^ 
*7  ecus  de  plu$  q^c  pc  lui  ont  coure  les  ^ 
•èhcvaux  :  coliibicn  ctt  I^ommc  a-  t-it'»chctd 
de  bœufs  &:  (3c  cllcvaux^    '  ^ 
Vî'^iJpi^fan  ^  qu     I  o .  c  i  c  i^ombite  d  aà^^  Gifcfs 
te  q  celui  des  chcvajx^  ij'  feudra  que  lop 

r     de  c  e  no'.!':  a  o  /" 


•  r 


Digitiz^ed  by  Google 


nombres  31  jSç  20  ,  ik  puis  la  ddcermma- 
cion  des  lettres      ^] ,  ^  ,  6:c^^  ^  , 


3i=i.io-f-i  I 

20=1,11  4-  9 
ii=r  .  9-^  z 


'i 


9 

^=2 


-z/ 


i8. 


-  t 


,0n  peut  repr^fcntcr'dc  la  même  maniéré^ 


r 


,^^aus  fommes  donc  en  ccit  de'  reïrunrc 
n^ç  la  II. :111e  manioc  touccs  les  qucltioiu 

^jrccre  efpecc.  *-4^M^. 
'^n  cfict^  fort  donnée  l'équarîoiT^^J^ 


■n  ^  oii  a  y  b  &c  n  fjg    ..ne  des  ho^hfes 
'  connus.  11  ne  s'agira  ici  que  de  procéda»         -  ^ 


•      ■  «  • 


V 


»   (  • 


I 

f  ■ 


é9 


« 


com 

' Tnim  ci 


1  on  cher 


^^os»  ^^^^^ 


rcs 


boiC  û  =  yJb  ' 


I  ou 


o. 


,.u  \.  icuicuicnt  attention  encor 


i:ir  Eu  ^.i^ 


aur  Sonner  à  n 


lefi^iPl-  ,  qunnS  le  nombre  tics  ccjuaripns 
eft  impair;&:(ju*au  contraire  il  faiît  prbnd-rc. 
— ^  y  ^or^qôe  ce  nombre  eft  pr'ir  ,  (Se  voilà 
iionc  comint^ntmi  peut  r<ffoii  Jreavcc  affe^ 
de^ompticu  ■  .  qucltions  douqiousnoùs 
Gccupons.  àfcktkt  ce  C  itrc  :  nous  en  do©- 
Dcrons'  qn-^^'^fe  éxenvpks. 

JÊÊÊÊt^ 


M 


Q^iieflion  onyjcmf.  On  cherche  ijn  nom-  ' 
bre  qui ,  crnnt  divifd  par  ii  ,  donne  le  rc?-- 
fidu  3  ,  ôc  qui  ecanc  divifcpar  19  ,  donna 
le  réfidu  5<  t.^ 


<  *  •  « 


V 


£|  •      Ê  i  if  ifr.i'^  Nj- 

nombres  31  &  lo  ,  iSc  '  ■  la  dfte 
tion  des  lettres  p ,  n  ,  r  ,  i 

3i=i.ic-j-i  I 
20=1.1 1  5 


termina 


9=4.  Z:|-  I 


:  =l.Zi-j-7, 


18. 

^  On  peut;  rcjj^fence/dc  la  même  manii 
}'cx6mpl^f>«?< 


■X 


Qusfommcs  donc  en  ecat  de  rcloudrc; 
:c  la  n:cme  mimieî-c  tonrc<;  les  queflions 
liç;  cecrc  cf» 

*•  T    '  . 

^\  '.^   -^-'^  cficc.  fnir  (Vnnc^e  l'-^qunrion   -y 

••^^^ ,  eu  .7  ,    6c      fip  nomlv 
% ^H^nus.  II  ne  s'agira  ici  que  de  pr^c 


r  < 

0- 


t 

ion» 


4 


>  •  > 


■  d 


j  C  .  '  "  culcrnent  attention  encore  q^ç 
n .  'latiort  îl'fauc 

le  î  î  ^ne  4- ,  (^aiid  U' ijc 
eft  impnir;&:cfu^ui  contraireil  faiJt prendre. 

 -n  y  lorfque  ce  nom  \it^Wp^r  ,  ôc  voilà 

<ionc  co'minr-rr  on  pei  -'.itlreavec  nfTez 
de  pronijftituiiie.ieb  qucitions  doBCfious nous 
occir'^oîis  n'^îi'^  ce  Cî  -'nirrc  :  nous  en  don- 


ne 


Or 


ues  excmpj  - 

r^'-\  On  cherche  nom- 
^^«'Vi.   ;  ir  II  ,d(        îe  ré- 
""^^Nj^.pâr  ly  ,  donne 


nombres  ,  donc  la  dift'drence  foie  6.  Si  Voû 
fait  ici  le  [  luS- petit  nombre  =:x  ,  &  le 
plus  grand  =v,  il'  iaudra  que  y — x=6  , 
ic  que3=^-[-x.  Or  rien  n'empêche  main-^ 
tenant.de  fubfiitucr  au  lieu  de  x  tous  les 
nomjpres  entici  s  pofliblcs ,  &  quelque  nom- 
bre que  Pon  adopte  ,  y  fera  toujours  6 
plus  grand.  Qu^oh  fade  ,  par  exemple,  x 
=:ioo,  onaura  y  =  io6;  il  eft  donc  clair 
qu'une  infinité  de  fôlùtions  peuvent  avoir 
iieu. 

# 

II. 


Vitnnent  cnfuite  les  queftions  où  c  =  o  , 
c''èft-à-dire  où  doit  ïimplement  équi- 
valoir à  by.  QuVn  cherche | par  exemple, 
un  nombre  qui  foie  divifible  tant  par  5  que 
par  7  ;  fi  on  écrit  pour  ce. nombre,  oq 
aura  d^abord  N—^x  ,  puifqu'il  faut  pou- 
voir divifcr  N  par  5  enfuitc  on  aura  aufli 
iVi=7y  ,  parce  que  le  même  nombre  doit 
être  divifibfc  par  7;  onaura  ,  par  con-» 
féqucnt  5x=7y&  .v  =  ^\  Qr  comme 
ne  peut  fc  divifot  par  5  ,  il  faut  que  y  foie 


W  Z  G  E  s  R  JÇ.  l  ^ 

<3ivifible  par  5  •  qu^n  fafTe  cloncy=5^, 
on  aura  x=j^  ;c^'  fonc  que  le  nombre 
cherché  .A^=  •^5:^  ;  &c  comme  on  peut 
preirdre  pouT^^  un  nombre  entier  quelcon- 
que ,  on  voie  qu'on  peut  afligner^our  N 
un  nombre  infini  de  valeurs;  telles  (onc  : 
31,  70,  105  ,  140  ,  175  ,  91a  ,  &c. 
Si'  on  vouloir ,  Outre  la  condicion  (up- 
poféc  y  que  le  nombre  iV  fût  auflî  divifible 
par  9  5  on  auroic  d'abord  N=:'^^  ç  ,  &  on 
^/eroit  de  plus  iV^gu.  De  cette  manière 
=^u  ,  &//=:^-^;  &  il  ett  clair  qu'il 
faut  que  :^  foit  divifible  ,par  9.  Soit  donc 

^  =  ^f.;  on  aura  u^^'ify  ^  le  nombre 
cherché  N=yi^f. 

12. 

La  difficulté  eft  plus  grande,  lorfque  c 
../eftpas  o;  par  exemple,  lorfqu'il  faut  que 
5A'  =  7y-|73  ,  dquQcion  à  laquelle  oh  par- 
u-vicnt,  en  cherchant  unnombre  N  tclqu'on 
puiiï'e  le  divifer  par  5  ,  &c  que  fi  on  le  di- 
vife  par  7,  on  obtienne  le  réfidu  3  ;  car 
il  faut  alors  que  N  =  5X,  &  aufii  que  iV 


r=7y-{-3  ,  d'où  rëfult%ré||uarioo  <^=7y 
•-jç  î,.  &  paV  conféqifcoc  x^^-^i^^^-^ 
'=y-|-:^t!.  Qu'on  Affc  ay-j"  3^5{  > 
;?iurajc= j+;f^,'X)r  à  caufç  de  ^X'^i^H» 
'Ou;dc 2y=5{— 3,ofiary  =x4^où  y/=x^ 
4"^*^  (^'on  luppoic  donc  ençor©-,^ — 3 
^lu,  on  aura  ^  =  i//'*|~3  ,  &  y  =  5u~j-6  1 
&x=yTj-|=;7i/-j-9,  Jjonc  le  noçil^e 
clîcrchrf  A^  =  35ti-f^45  ,  où  on  pdic  fubf- 
•Cttuer  au4ieu  de  u  .Qon-(Wlcmenc  tou$  1^ 
nombres  entiers  poncif*^,  mais  aulli  des 
oomt>re3  négatifs  ;car  ,  comme  il  fufficqiie 
j^^dcviennc  pofit'f ,  dn  peucfàircr/  =  —  r  , 
re  qui  rend       10.  On  obiienc  les  autres 

valeurs,  tn  ajuuuuc  coiUiiiucuciiiCiii:  3^  , 

c'eft-à-dire  que  les  nombres  cherchés  (ont  ' 

iOp45  ,  80,  II j,  150^  185^ 

:  '    13.  ^ 

Les  folutions  de^||^s  fortes  et  queflions 
dépendent  da  rapport  des  deux  nont|;>rea^ 

par  kf^ucls  il  s\igir  de  divifcr  ,  c'cft-à- 
^Ûire  qu'elles  deviennent  plus  ou  moinsjon- 
gucs ,  fuivant  la  nattff e  de  ces  diviicurs. 

*  La 


1 

♦ 

r 


Digitizcd  b;, 


z  ^  s  n  R  9.  ly 

4tc»  qneftinp  le  ,  pnr  exemple  ,  admet 

^p»>oiucipn  rres-cc;  :  On  cherche  un: 
non#H»?qui ,  divileparé,  laillc  le  réfidu  z; 
6c  qui  ,  divilcpar  13  ,  donne  3  de  refidiu 
^USoic  N  ce  nombre  :  il  fîiuc  d'^^bord  que 
A^=éx-J-i  ,  après  cela  queiV=i3y 
^3  ;  par  conjfifqAient  6x'-^z=i'}  j-f-J  , 

i^ulorHIttic  y4-4=3fS^:f.^  cm  aura  y=6'^—i  ^ 
&  .v=i3'^:f  =.I3{ — 1  ;  d'où  il  fuie  que 
le  uombr^  ,  . .  id  A^i^ySf — 'lo.  Donc 
la  qucUion  adiu^rt.  valeurs  fuivances  : 
6S  ,1^6  y  2.24,  ,  380  ,  &c.  qujfbr- 
fncnc  une  progrcllioa  arithmétique  ,  donc 
là  diff'erçncaéfft  78:=^.  Il  fuffic  ,  par 
conféquenc  ,  de  connoître  une  leule  de  ces 
valeurs  pour  trouver  facilement  cloutes  Jes 
autres  ;  qn.  n'a  qu'à  ajouter  conftammenc 
78  ,  6c  fouftraire  ce  nombre  auflî  loag- 
^eraps  que  cela  elt  poffiblc.^ 

ILaqucllion  fuivautéi^^rnit  un  exemple 
d^une  folutîon  plus  longue  ôc  plus  pénible. 
Tomé  IL  .         .  ^  . 


quefiion  hiikitmë,  jr  1  ti' ,  lÉlirilÉf 

jVqui,  (ftant  divifé  par       ,  donne  Is-fit 

Mu  ï6  ,  &  tet  au»  ipH^  friif^tè  ^ift>i» 

^  ,  on  trouve  le  rcTiJu  17,  '  ^  ^ 
fc  en  fécond  lieu  qur^f  ^  -7  ;  ^itifi 

Yémant  par  >>  1»  ém^i!^-^.  jWiiii  Ig^ 

— rr  ,  d'^où  proriefltr=i:-i7"==3/4rt^^_ 
-  374"^'»  ^  «««niére  ^ài*  ^^^|i^o»  'i^- 
=iy4-.ii  ,  d'où  Pd^jiré'yife:i^.^au+i^ 
""^-ïz-f-u  ;  en'  £n#un  yase:  ¥«i)H»ttv 
&r  û'y  apnt  rnTÀntôn^ic  pi«$  de  . 
èn  |teut  pWRérè  u  h  ^pfcsBrtryffcTOT'a^gilTjr-  - 
p'ius  qu'à  paiï'cr ,  en  rdtirq^HkiaW,  |^  k^^ 


A  t  Q  V  n  A  19 

^  cn^n  A~i39.  =5^4-98^83.  On  trouvent 
J4,  plus  peticc  valeur  pplVoIe  -V  ,  en 
fcifîihrf  u-=.—>^  ;  dans  ccf-  c  tbppo^'  on 
t  ^'=1147.  Que Von^ÏA\i  u~x — 4.^ 
bn  trouve  A  =ii84"v—S735 4-9983  ,  ou 

i84,x4-^  147.  Ces  nombres  forment 
piir  confequent  une  progreflîon  nrichm^i^ 
ôque  ,  dont  l.c  premier  terme  c(l  X147, 

iL  dont  la  différence  eft  1184;  en  v.o;ci 

^elqucs  cercles  : 

1 147  >  3331  ,J5     ,  7i?99  ,  9883  ,^ 

Ajoutons  encore  quelques  autres  quef- 
iîons^  fur  lef(^clles  6a  pinlFc .s'exercer. 

Quefthn  neuvième.  Une  compagnie 
fl'hommes  &  de  femmes  fe  trouvent  a  un 
pique-nique  ;  chèque  homme  dépienfè  25  1; 
&  chaque  femme  di^penfe  i(5  liv.  &  il  fe 
croûte  que  toutes  les  femmes  enfémbîe  ont 
payé  I  liv.  dx  plus  que  les  hommes.  Com- 
bien yiiavoit-ii  d'^hëmmes  &  de  femmes? 

Soir  le  nombre  dc5  femmes=p  ,  celui 
des  hommes  ==^  ;  les  feînmcs  auront  d^- 


/  • 

'  •       .  ^wifç  les  homm  S     ^7  ;  ainfi  lôjL 

Nous  vcnons'dc  ' faire  r=32î-J:-V,  airrfi  9  ^ 

^uis  donc  qiie  /=  '7-  ,  'où^  /^^r  —w  ; 

^.      à-dfrî:^  que  ter-""'  ,  ou  7?=:ti>/^i  j.ainlî 

^  ^  »u  — ^f,de'forte  qaïc  f=lrf+ 
Nous  aurons  par  confc  ^.^at  en  retro- 

/=i«-,t- 1,  .  - 

'    •   -^••„  /=3^'l-,"=- 7'"+ .3-> 

•        .ç=î!,r^^ /«=  16// V  7  >     •  •• 

ainfi  le  nombre  des  fcmincse{oii;^i'<  u  ~{-î 
&:  celui  de.s  homnies  étpic,  i(>«  r^-y  ^  &  oa 
pcuc  ^'ubfl.ituçr  dans.cc?  formules ,  au  lieu 
de  îtf*  tels  nombres  cjjtjersKji^on  veirr.  Lès 
jefuitacs. les.  plus pecjts  l^ppc  p^x  conI(^ucnt; 
^  ,         ceux  qui  fuivonç  <  aV       ^  /  ^. 


t 

t 


• 


Digîtized  by  Google 


r  Jes  hommes  :=  7 . -3  »  39  >  5  5  ,  * 

Suivant  la  première  fc^  ccJJc  qui 


renfecme  lc*s  plus  petirs  nombre:?  \  Ies«Kî^ 


liv-,       les  homin^îs 


1  . 


par  cheval  ,  5^  20  écus  pour  ciiaqiiyb^Ti^" 
âwif  fe  crpii^e  que  les/ bœufs  lui  onf  (^oAftf 
'7  -ccus  de  pju$  qiie  pc  lui  ontcowfe  ics 
Thcvaux  :  cuiuoicn  ccc  i.omme  a- t-it  achcic 
de  bœufs  &  cfc  chevaux  >  '  * 
■  Suppofoo^quepfo.t  ionombnedaitoÉhfs 
^  &  q  celui  des  chcva  jx^  il  faudra  que  ib/r 

/^-r  y  c'ctt-a-diEe*que  9^=i/4-'7  ,  &  jÇ^. 


o  P 


h. 


1 

I 

) 


•  r 


Digitizediby  Google 


fjuoi  iu'=t^'j  y  &  r=rt+7.  Par  con-^ 


rte  r^/=^iow-^-{î)  ,  nomb.  desdncvniix, 
<^4-r3c=:3n/+98  ,  nombre  des  b&tffe. 
Donc  ies  plus  petitjçs  valeurs  pofuives  dé 
'*p  q  fe  r^^Vçftr  eii1f?iifànt  h'zz=-^y^ 

pelles  qui  (ônc  pkis  ^^rutes  fe  f^iycnt  en 
|?rogrclijt)n   arirhinctiqqp  d^  la  manière 
jfcu  on  va  voir  :      .       .  ^' 

/*  •  "    »     •  17-  V.,  . 

Si  on  confîderc  comment  ,  dans  cet 
exemple,  les  IcKres  p  &c  g  ic  déccrminenif 
'   jpar  les  lettres  fuivanrcs ,  on  remarquera  fa%  _ 
'       nt  que  cette  détermination  ticpcnJ 
du  rapport  des  nombres  31      10  ,  &  eiÊt  • 
^particulier  du  rapport  qu'on  découvre  en  ^ 
j^hcrchanr  le  ;      ^'^i»d  conv^iun  divifeup,  . 


es  dcxix  nombres,  En  ^ffçt  ^  li  oq  faifi 


.  ^  cette  «ptratioa  ^       ;  ^"  * 


fc  - 


£»igiti2eé*by  Goo^ 
I 


^3 


4 

>?  %  \  r 


eft  clair  que  les  qu'on  obtient 

recrouvenc  dans  la  dcctrmiujcion  foccef- 
des  kctres  p  ,  q  ,  r  ^  f\  ^  Sce.  &:  qu'ils  . 
•  ^ont  liJi  avec  la  prcmicre  lectrc  à  drairc  , 
pendant  que  lii  dernière  rcfte  toujaurs  ifo- 
.    fe'e  ^  on  voit  de  plus  que  ce  n'eft  cjuc  dans  • 
la  cinquième  fie  dernière  equatian"  qu£  (c  . 
«llipi  .-    ;Lc  le  nombre  7  ,  &  quHl  cft  afîçcl-rf 

ligne  '\-  ,  parce  que  le  nombre;  ce  ^ 
^   cette  équarioacft  iiupair  ;  c\r^  ce  nom'  . 
"bre  avoit  étc  pair  ,  on  aurôit  trouvé  —  7^ 
Ce  que  nous  difons  u^vicndra  encore  plus 
^  Ait-  par  la  table  fulvance  ,  dans  laquelle 
on  vçrri^^d^boi'd  U  dec^'^  '^o(i:ion  d^s.  ' 

•r.    .  :^     ♦       -  ^ jjj- 


1^ 


Google 


r  m 

nombres  31  zo  ,  &  i  ^ 
cion  des  lettres       ; ,  r  ,  (S,c\ 


actermuia- 


3r=i.io-j-i  i 
20=1.1 1  «f.  5 
ii=r  .  z 

9=4- -^j-  r 


8.  . 

-^n  peut  rej^||^iucr''de  la  même  manierai 
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u'.cinciic  attention  encore  cjffll 

iiir  donner  à  rt 


Ieî?p:nç4~  ,  quand  Icnoiiiorc  uu^.  cquacions 
înipair;ôc  qu  'au  contraire  il  fhirt  prendre 
— Wfque  ce  nombre  cft  pi^ir  ,  ôc  voilà 
donc  corrrrrtenron  peut  réfoudreavec  afTe^s 
de  pronifjiîirudc  ic^  qucltions-3f<încpous  nous 
occup«)s«  4dS)s  ceChnpitrc  :  nous  en  doo- 
Bcruns  ^^^mllpH^  exemples. 
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Our^î'm  0-         .  On  cherclieifin  nom- 
Âre  qui  ,  ccanc  divile  par  ri  ,  donne  le  ré^t 
'fidu  3  ,  &  qui  écaût  4>v..^Jp.âr     ,^6nnS  ' 
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^i^gc^wation  qui  fiv.irLiic  la    '  (ïïn^atitc: 


8=1 .3+1 
1  .^+4 


41» Ton  peut  donner  à  u  (elle  valeur  qu'on- 
veut-,  ôcdetei miner  par-là  fucccffivcmcnt , 
en  recrogra<.lanc  ,  les  lecrrcs  prcc^|^|i^p| 
Ou  aura , 


/  =:  xr/4-1 

9=  r-î-/=il«-|-  8, 


delà  réfuke  lè  nombre  cherché  N^=XQ^u 
1 57  ;  donc  le  plus  petit  nombre  qui  ptiiflTe 
exprimer  N  ,  ou  faiiif-iiire  .\  la  question  , 

pli  157. 
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^^efiiondouiume.TtoMVZt  un  nonîfeîe 

•  N  tel  qu'en  le  divifanc  par  1 1  ,  il  reÛc  3  , 
&  qu'en  le  divifanc  par  ,  il  reftc  5';  fie 
de  pjus  ,  que  fi  on  divife  ce  n6m[îr«  par 
2^;^  on  obtienne  le  rdfidu  10.       .  .  , 

Là  dernière  condition i^xige  que  77^=  2^ 
•^10  ;  &  comme  on  a  déjà  (aie  le  calcol 

*  J)our  les  deux  au1?res,il  faut, en  confcqucrt* 
<i:e  de  ce  qu'on  a  trouvd ,  que  N==^%o()  t 
^jri57  ,  à  la  place  de  quoi  nous  ccriroiis 
'iN=io^(f  -f"  157;  ainfi  £0=109^ 
^M7>  ou  i9p=io<^^,-j- 147  •  d'où  rc- 
furtc  le  ty^c  qui  fuir  : 

^ocr^z-.z^^è  ;  donc  p^tjq-^r 
'      29=4 .  ^4-5  ;     '     ^^^r^  f^    ^  ^ 

6=i.5-f-i;  r= /-j-r, 

5=5.i4-c;  ^ 
^^cfinousrevcnons  naaîntcnanc  fur  nos  pas, 
pous  aurons  ^ 
/=5f— 147, 


Dùnc  N=:6o(^Tr — r^  -^^r^^.  Le  pli>$  petit 
noî  '     fc  trouve  fil  hulanc  cgrtc 

ne  remarque  cependant  qu'il  fjut  f:;irc 
nr^ceffâirerncnt  ,  c'e'l  nne  ,  'hmw  qu'uiK;^ 
^itfii  ^qjjacioii^^=  ^       loK  re  !)le^il 

cl\u  L!  c:^;:i:i:uii  Lii\'i;.'iir  ■  :  ;  c.:r  iAOS^ 
c^I'a  'T  imn'i^Tiole  ,  à  moins ^ 

que  le  noiuore  n  u'cuc  le  même  conimun 

i>i  i  on  ienan^^^'C  ,  pi:-  ;       ^le  ,  cjuc^ 
^[i  —  i  T^rf-î'  ;  commf^  9  3:  î  -,  c^i^a-^ 
imin  tlivilcur  3  ,  &  que  ce  n'ctt  pas  un  di- 
vifea:    , ,  :  ,  il  elî:  in  jJ»rc 
laqucltion,  parce  que  9/^— ^M^/  pouvant 
to^frM  l.n"  '^'"ircn  aiicuji 

c  =:         s  li  LÏjns  cet  excm^ 

pîe a.'^ëtnic=  3  ,  ou  «=5  ,  qucl- 
tion  (crok  puffiblç  :  il  (ufîiroic  (Vj  divifer 
aiipatavanc  par  7  ;  car  ort  auroir  ^p'^^cf 
A-  I  ,  ëHeàtion  qui  ferbit  facilement  réfo-. 


voit  aonc  claireiAeoc  qwe  les  nombres  4t 

&  h  n&doivênc  avoir  d'guiffe.comoiun  di- 
?ifeur  que  Puniré  ,  &  que  notre  rcgic  ne 
f  eu£  afroir  iicu.d'aa^  d'ancres  c^s.  \ 

*  Pour  le»  prouver  encore  plus  c  vide  ai? 
ment  ^  qùUs.craiterG^lVquation  9p  =  15^ 

"ij-  2  fui  van  t  la  voib  ordinaire.  Înous  Cfoi>- 
▼onsp^=r  iitb - ^  +i^je=:y  r  V  de  force 
que  9r  =  j6j  tJ-  2.  ,  ou  — 1  ;  .aiu^ 

^te^  i=^i  ^  i:^  -f./;  die  Qçqn  qurf 
5r-^ls=6/  ,  ou  3/;=  6^';^  2,.  Pjrcorf^^- 
qaent  r=^^-=2^4-  f  ;  or'il  eft  bien  cjai^ 
q.ue  ceci  nè  ^y^ic  jamais  dcvtnir  un  çonv^ 
hrc  ehticr  /ji'arce  que/  eft  néceiraîrcmcjnt 
un  nombre  crtci^r.  Cèla^Tcft  à  couiiriTv.r 

^  |ei(artes  de  qneftioflsfoneiaipçlliblcs* 


.      •  £  /  i  3f  if-  ï^r  Jf,:  . 


^  c 


H  A  P  I  T  R  E   I  I.  :  ^ 

-    .  •         r  *  il 


jDf  la  règle  (ju^ùn  nomme  fegûla  célci ,  od 

its^jaglt  '3e  déterminer  par  deux  équations 

.  trois  ôttvn plus  grand nomhre  ihconnuei» 
'4  .4,    -  ,  • 


N  xtus  avéns  vu  dans  le  Chapitre  pré-^ 
^dent ,  commcnD  ,on  peucdcçerfninçr  par 
ènc  feule  équation  deu^  quantitifs  incon- 
nues *au  point  de  lesexpriflaçre^ii;içfaîbj;^ï 
tncjers  &  pofitifs. 

Sr  donc  on  ^ayoic  di^ux'cquatiens  ,il  fautr 
âroîr,  pour  que  la  qùeftion  fut  ind^eriViîî»» 
nép  y  que  CCS  équipions,  renfermaffenr  plu» 
de  deux  inconnues.  Or  il  fe  préftnce  de 
CCS  quéftions  dansleçltvt*cs  d'Arithmétique 
ordinaires  ;  on  les  reTout  par  la  rcgie  dite 
régula  cœc/rnaus  ferons  voir  les  fondcjiicns 
ée  cette  regl^.  ^ 


•  NoXis  cofrimencerons  par  uji  exemple. 

'Çudjîioh  prâ^iere.  Trente  perfqnrtesj 
tommes  ,  lenioicSj  &  ciii^ns  .cicpîrnfénc  50 
.         dans  one  auberge»;  Pécot 'd'un ,h^>m- 

&  cremi  d'un  en-^anc  eft-ûri  dc^  ,  "  combien 
J  a\*p*t-(l  deper(dtîQ>^s  de  chaque  cUde  t 

Soit  le  hoitrbfe  desjigmaîq^  —  p  ,^eldi 
des  feinmes=±^  ,  6c  celui  des  enfjns  =  rj 
^Çïvs  anroits-lcs  deux  éqiïatlons  fuivanresï 

îc  d'en  rfrcr  Its  rrHîs  let'^re^  i  h ,  Î7 
&  r  çn  nombres  entiers  6cpoIiti£s.  La  prc- 
njiére'é^JftlWhdonri'é  'r—yi-^'p—^j  yi'^oyï 
♦iousconpluons  d'abor3'<^ucp^'(y  doît^être 
èitfîftîrè  qu^3o*  ;l8c  fuHfîituant  cette  Valeur 
de  r  dans  la  fecondj^  ^ec^tix^n  ,  nous  awiîs 

^  "f"  ?  "i^  =  5  ^  ?  ^^^^^  que  ç'^'io 
—  X  ')  &  ^  -^J-  ^  =  10  /;  ,*  ce  ^ui  cft  dv^r 
• '3ciTi:tierit  aulîi  mnindrc  cjuc  30.  Or<:qm' 
me  oti  ^eiît  ^cn  veni^J  de  cette  é^J^ariori^ 
prendre  p6ur  j)  cous  l€^*-%ornbVe^  qui  iie  • 


pafîent  Das  lo  ,  on  atîra  les  onze' fpiuUoNnfs 


fui  van 


p:z  Ô,  1,  2,  3,  4,  5,  /  8r$,io, 

'jp^li  on  omet  la  prcniic.re  5cja  dernicrç  ^ 
lî  i?n  reftcrt  n.i. 

.  Il 

"^kce^  dt  bk^L^nl  /,|ies  p«M*Cii^  >  cbcvrçs 
&  des  nioi)toy!!Ni^'po«r'dGG<icus;  les  poçcs 
lui  C()ùcem;^3  rccui  i  :  ;ecc;  Içs  dl&vftslj 
i.p,éçu  ,  &  les  moutogji  ,  7  écu  :*conrtbici\ 
y  i^voic-il  d'animaux  de  6h  ^  "pécc?;  ^ 
S»k  le  îîombrc  des.  porcs  =/?  j.P^ui  df^ 
''chcyvLi>,:z^if  ^  ci^in  des  itio«rau«!±3Kry  <||| 
aura  les  deux  équat  ^  :  \  ^)  p-f^q^ 

.Redite  .4crr)icré  èr^nc  ninlrip^      ^  v  6  ^ 
^jjiÇ.  (Le  civil  (Ter  les  tradions  ,  ic  trar  ''nie  . 

ccHe-ci  J^  2.1  .'7-|-8^-;[-3^=^'^oo/ Or  Ij 
giecnitTC  do?-  -.—a^.:  y     Ù  To^ 


>  _ 


rin        ^' ^  <^  s  s  R  n.  a, 
fubftirue  cette  valeur  à  r  dans  la  tïconde 
ona  i8  ,+î^_.oo ,  ou  5  ^=300-18^ 
&^o_7.Parconfcquent  .1  faut  que 
ib  p  f.„c  diVifible  par  ,  ,  &  renferme  < 
comme  f.acur.  Qu'on  falTe  donc 
on.ura^=6o_x8/,&^,3y-^  V 

^on  peut  prendre  pour/un  nombre  entier 
quelconque  ,  pourvu  qu'il  foit  tel  cue^  ne 
devienne  pas  n^^gatif.  Mais  cette  condition 
iimite  la  valeur  de  /  à  3  forte  que  fî 
on  exclut  auffi  o  ,  il  ne  peut  v  avoir  que 
trois  folutipns  du  problème;  ce  f<,nt  les 
iijivanres  ;       .  . 

I'Orfquc/=  r,    2,  3 
onap.=  ,0,1- 
^  =  42,  3.4,  16, 

':*=$3,  ^6.  79, 

Lorfqu'on  ,  veut  foi-mômc  fc  p'ropofer 
Je  tels  exemples  ,  il  fii,, 

fuT-tout  qu  .Isfoientpoffibles;  &  pour  pou-  • 
voir  en  juger,  voici  ce  qu'il  faut  obferver- 


:  % 


3  4*  M  Z  Ê  M  E  N  s 

psdvcoi^jkm  jur<]u^à  préfeoc  ^  rcpréfentées 

^ixf  j'g  &  Â  ,  aiâii  que  â  &  i&  ^  ionc  de» 
fcnibrcsdoonésyfinousfuppofon:.  qu^entre 
le^  omobp^f ,  g  &c  h  le  premier  f  foit  le 
plus  grand  ,  ôc  h  \c  plus  petit  ;  comme  g 
à  caufe âcx-^y-^çsrsa, nous  avons /k 

eft  plus  grami  <}ue  fx-^gy-^h^^  ;  par  con- 

ijqoçûî:  ûijciqvi^J iï  (oie  piuj  ^lanJ  que  bg 
#u  <}vie  6  ioïc  plus  pecic.que  fa  ;  Se  puifquc 

-pA^  eft'ccffainemenc  plus  petit  -qi^e  /ir 

pétk  que^  ^  ou  ^  pi^l  gf^mà  que  A  ^;  U 

ji^ciifuic  uofiC  delà  que     i  n'ell  pas  plu» 
petit  que /i^vAc  catnêtn^-tefnps  plus  grand 
.que  ha ,  la  queîiioii  icf^  irupoffible. 
*  On  expri^.e  cette  condition  aBili ,  eo 
3ifant  que  h  uoic  cti e  cônrehu  encre  fc^li-. 
tnitcs  fa  &  ka  ;éc  ibfauc  de  plus  faire  y-»^ 
t( mie  n  ,quccc  noir.brc  n'approche  p  is  CFop 
de  Pune  ou  de  l^aucre  HnMte  ,  parce  que 
çcla*fi#0it  qu'on  ne  ^ourroic  dccermi^ 
n6r.lés  autres  lettres.    ^    ^  ■  . 


i  »  à  , 

f  3r  &  *-7,  les  limites  étoicnt  3<<i 
^  50  ;  ôr  û  on  wuloic  Cupp<iÇcfi^>^i 
*tt  Jiea  de  iqo  J.s  équations  devicndroieilt 

•  ou  ,  en  chafTant  les  fraâio-ns ,  Xi^-f  8* 
+  3{  =r  3o<î.;  (^H'on  multiplie  la  premier. 

.  1|  1  on  louUraie.  ce«te  équatj.on  de  l'autre 
ii  refte  i8x4.5y  =  ô  ,  cogu'on  voitfur  le 
champ  êtrftjoipoiEble  ,  parce  ope  ;c  &:  y 
doivent  être  des  nombre,  entier*  «  pofil 

■ 

•  Les  Orfèvres  &c  Im  Monnoyeffr,  tirent 
grand  parti  de  Cttte  rcgie  ,  q^^d  J,, 
Jropokru  de^faire  ,de  trois  oii  de  pt«fictf« 
forte,  d'arène , un  .'linge  d'..  pà>,doi^A 
ainfi  que  l'exemple  fuiv^/rt  lésera  voir 
.  f tJn  Monnoytur  i 

trois  fortesd'argent  ;  lapre«iefeà7bnc« , 
h  fecouJcà^^coces,  la  troi/icmc  à  J 
Autes  i  d  a  à  iaàr,  «.alliage  de  30  toar» 


pcfaiic^ài^  ooMes;  combira  4e  marcs  doit^ 

il  prcudrc  de  chaque  foti(e? 

tju'î!  prenne  JT  marcs  de- la  première 

force  j  y  marcs  de  la  féconde  &  {  marcs 
de  kf^trotfieme ,  il  aura  x  -Y  y  4"  f^^S^'* 
&  c'cit  la  premier  équation. 

^  Enfuite  ,  puilqu'uii  marc  de  la  pnemîerq^ 
forte  ICoQCÎeitc  yorices  d'argent  flto,  les'jj 
iwarcs  de  cette  force  contiendront  yjc  ou- 
ees  de  tel  argént  ;  de  mètfic  les  y  m^ro^ 
de  la  IcGonde  force  concicodronc  j  {y  oii-r 
cei  i  H  4cs  :f'niàrcs  de  Itf  froifieme  forc^ 
coDiicn4ront  onces  d'argent,  fin  ;  de 
forte  que  toute  la^  itialle  contiepdra  jx 
5  7  y  +  4t{  onci.%d'argent  fin.  Or  puif- 
quefec alliage  pcfe;  |paixs  ^  &c  que  ch»- 
cua4c  ces  m^rcs  cooLCieut  6  onces  d,'argeu^ 
fin  ,  il  s'en&jît  que  la  AiafTç  entière,  ppil- 
tiendra  i8o  onces  d>irgenc  fin  ,  fie  delà 
réfulte  la  fcconide  ^uation  7x4-^5  77+47  ^ 
=iûo,  au  i^A'-ir*  ^jH"î?î=36o»  Si  Ton 
^i[ipuflraic  maintenant  de^  cette  équation 
preifucre  pâfe  oci^f  f9i^;^i)u  ^-^f+i/jr-irîkC 


4 


qui  doit  donaei;  en  rrombre^efiriers-lip*  va* 
fcurs  de  X  &  de  y.  Qunnc  à  'fa  \  '  rde^, 
00  la  cirera  ciîfoice  de  J^équiwion  ^^>îè=>3^ 
— y.  Or^requdrion  préj<id  jnrc  donpé 

x=:  zu  ,  on  aura  y —  4-  —  «^/^  &  7^pc:  31/ 
jj^^^y;  ;  (j'cH  (îgtj^  que  7  doit  écrc|yu'?  graodr 
{  gjjc  4  ,  &c  cej^cnàfcW  pWk  pe; 


^  par  conf?qucncp>  l^.;  lUon  aJnvjc  1 
•   tiens  fuivancei^i 


V. 


ÏI  fe  préfcnte  quelquefois  des  queftions 
qui  renferment  plus  de  cruis  incoinmcs  ; 
ruais  oqI es  réfour  de  la  même  maniée, 
comra^^xcmplc  fuivauc  It  fc  ra  voir.  ^ 

Qiiefllon  qqû(rieme,  (Quelqu'un  acheté 
100  pièces  de  bétail  pour  i  obëcus  ;  faVoix']^  *^ 


Mi 


;  4^  E  z  É  M  É  ?r  s 

Le  fécond  cas  fournie  les  trois  ferions 
fuivantes  :       *   •  .  *  .*   •  . 


Voilà  donc  en  coût  treize  folurions  ,  0 
cllesie  re^diufcnt  àdiî?,'fi  ôu  cxCIlk  celles- 
^qui  renfcrnacnt  un  zcro. 


Xa  mcLhpde-  ne  laîfTcroit  pns  3"r^  la 

iticme  ,  quand  mcmc  ,  dans  la  première 
'  .^q^Li  a  c  ion ,  les  fer  t  r  e5.  fc  r  oi  e  n  r  m  Li  I  r  i  p  1  icf  es  p  a  r 

des  noitïbres  donnes  ,  cornme  on  le  Verra' 

par  l'cxetr.p^v^  fuivnnc  : 

Qucfllon  cïncjmcme.irouver  troi^  noiri- 
.J^esenrierôv,  tels  que  fi  on  miiicifdic  le.prcj;^- 
'fAier  par 3,  le  l'ccond  par  ^-^c  le  troifieme  | 

par  7,  la  romaied.es  produits  foit  jép  jôc 
jjue  fi  oa  multiplie  le  premier  par^.,  le 
'  fccvttJ  par  25  5c  le  troilicme  par  49  ,  la  . 

fomihc  des  produits  foit  1510.  / 


J>'A       G  E  B  R  E.  4t 

Soit  le  pcciiiicr  non}bre=A:  ,  le  fécond 
=y  y  le  croiiieme  ,  on  aura  les  deuf 
équations ,  L)  jx-j-j  y-f-7{=)$o ,  l\.y)K 
+2.5jr-f-49{=3i^2Ô.  Si  on  .ibuûraic  de 

lit  féconde  là  première prifc  trois  lois,  ou 
57+2,1^=1680  ,  il  reilc  ioy-f^8;f 
^11  \o  ;  diviianc  par  i  ,  on  a  5y~}"i4f 
ssrélo  ,  d'où  l'on  tire  y=ix4 — .  Ainfi 

£  doit  H^rc  Jiviiiblc  pai  -j  ,  ^u  oa  iallc  duac 

:f==5  II  ,  on  aura  y=ix4 — 141/  ;  ces  va- 

Icurs  ciaiiC  lubilituées  dans  la  première 

équation  ,  on  a  jx— 35w-|-62o=j60,  ou 

3^=35^/ —  i5o,  u  x=^'^ — zb  ;  c  cit 
pourquoi  l^on  fera  Uz=zy  ,  âcon  aura  enfin 
I4  lullition  fuivaïitc,x— — 10,  y—Li.j^ 
—41^ ,  ôc  ^^=15: ,  où  on  peut  fubfticuer 
4U  lieu  de  r  un  nombre  entier  quclcoat^ucj^ 
mais  tel  cependant  que  r  furpafTe  o  ,  Se 
foit  moindre  que  3  ;  de  force  qu'on  fe  trouv.e 
borné  eh  eŒet  aux  deux folutioq»  niî vantes: 
I.)  Si  t=i ,  oiia  x=£5,  j=3i,|=i5. 

JI.)  Si  iŒsÏL ,  pn  a  «==50,  y=4o,  {=30* 


El  è  m  b  s 


CHAPITRE   n  L 

J)e$  Equations  l/iJe  terminée  s  compojiécs  ^ 
dans  lefquellës  Vune^dcs  inconhuss  iffi, 
pajfe  pas  te  preniUr  degrés. 


N, 


f 


31- 

ous  pafTcrons  à  prefenc  aux  ëcjuations  • 
indéterminées  ^  dans  le(x]uelles  on  chercha 
deux  quantités  inconnues  ,  &  où  Pune  de' 
CCS  inconnues  cft  iiiulcipliée  parrautrC^ou  ' 
jdlçvde  à  une  puifl'ance  plus  haute  que.  la 
première  y  tandis  quo  Taurre  inconnue  ne 
trouve  cependant  encore  qu'au  premier 
tdegré.  Il  ctt  éi'ident  <jue  les  équâtions  de  * 
ceue  eCpcce  peuvent  fe  reprefcnter  par  * 
Tcxpreffion  gcnéfale  qui  fuit  :  ^      '  : 

jM-^bx-Y  cy  -^dxx-j^exy-^fx!^  ~|-  gxxy  * 
•         ^Jtx^-^-kx^y-^'iiC.^o.    '  .  j 

'   Comrae  dans  cette  dquaiioa  j/*  ne  pailc 
^as  le  premier  dcgrc  ,  cette  -lettre  fc  dé-* . 
içfi^iae  Ikçiie^i^ûGaî  mis  u  Jbiuc  iUi  relte  ^ 
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comme  auparavant ,  Ipe  'les  Valeurs,  tant 
de  X  que  de  y ,  foicni;  alEgoées  en  nombre^ 
entiers.  • 

9 

Nous  allons  con^ddrer  quelques-uns  do 
pcs  cas,  encommcnçancpar  les  plusfacilcs. 

31. 

Qiie filon  première.  Trouver  ;leux  norn- 
brcs  tels  que,  (i  on  ajoucc  leur  produic  à 
leur  fomme  ,  on  obtienne  79. 

Nommonsx  &  3^  les  deux  nombres clicr-. 
cVkéi  ;  il  faudra  que  xy-j^x-jf-y—  79  ;  ainfi 

par  où  l'on  voit  q!je.v-[-^i  doit  être  uii 
divifeur  de  80.  Or  80  ayant  beaucoup  de 
divifcyrs  ,  on  aura  aufli  plufîcurs  valeurs 
de  Xj  comme  on  va  voir,     •     »  , 


te  s  d  i  V i  fe  u  r  s  d  e  80  (o  n  r 

I 

5 

8 

10 

I.'- 

I 

3 

4 

7 

9 

15 

19 

39 

7') 

1  SCy^ 

79 

M 

V 

7 

4 

3 

I 

'  c 

Mais  comme  les  dernières  folutiçns  font 
♦  les  mêmes  que  fcs  premières,  on  n'a  réellcî: 
fnçnt  (^uc  les  cinq  (olucions  fuivanrcs  ; 
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r 

îlf. 

IV. 
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I 

4 

1 

39 

Li9 

^91 

C'efl:  de  la  même  manière  qu'on  pourra 
réfoudre- aufli  l'équacion  générale  xy-^ax 
-j-/»j=c  ;  xiar  on  aura  xy^  by=c —  ix  , 
&  y ^7:7,  ou  y  :^^u^-j-'^;  é\ft-à- 
dire  que  x-^b  doit  ccre  un  divileur  du  nom- 
bre cottnu  ai-f-.?  ;  de  forte  qiie  chaque  di- 
vifeur  dcccnombrc  donne. upc.v.aleurdc*^#' 
Qu^oû  faffe  donc  éA''^cs=fg  ,  on  aura 

ç=rY-*<î  -f  "iè  ;  &  fuppulant  l^—f  où 
x^f — >  A  ,  il  eft  claif  quey  =-^-'.rf+^dir 
y==g.i*Htf  ,  te  paMonfdqucnc  quHxiauraî 
a^èfne  deux  folikiohs  pour  chaqtieQonfanlerêf 
de  rcprefenter  le  ngm.brc  ab-^c  pap 
prorfiiîcTe^  que  /g.  Dcirês  deux  folutions, 
Tune  çftxrrr/' — -'.^  (Sc  j =g— ,&Paucrô 
•  s'obiicriténfaifant  JC'4-&==^V  ^^''^^  l?si*^cï" 

^Si  donc  on  fe  propofoît  IVquaci^n  xy 
2;c  -j"  3y  —.4^  *    auroic  a=i  >ô= J> 


A  Z  G  s  M  M  M. 


ftr=4^  ;  par  con(iéqiiçot  y  — x  ^ilî* 
Or  le  nombre  48  peut  fe  rcprëfe^^tcr  de 
;plufieurs'manieres  par  deux  tkâeursy  coxx^ 
me  fg  ,  &i  dans  chapun  de  ces  pu  ^lura 
toujours,  foie  Xï=/ —  y 6c,  y  5=  g— '^9  toit 
auflîx=:^ — ^,&cy=f—z.  Vuiçilc'dé- 
rdojjpjemeoc  de  cec  exemple  : .  •  -     ^  . 

I.    II.     m.   IV.  V/ 


IPa^curs 

* 

1.7 

— 5- 

X 

y|  * 

yi 

|N  ombres 

1 

-2 

±6  - 1 

iii 

0 

loi  3 

-  J  21 

01 

r 

r 

.    •  ^  '  .  .  34- 

•    L'^quacion  peut  s'exprimer  encore  plus 
géo^ralemenc*,  en  écrivant  mxy=.tx+iy 
oiiaj  b,  c  &L  m  lonc  de?  nombres 
donnés  ,  &  où  Ton  cherche  pourx  &  y 
•'des  nombres  enciers  inconnus.     '  '    '  * 
■     Qu'on  fé pare  d^abprd  y  ,  qn  .'aonr  -  y 
=  .TTF  î  fi^  ^''hâflanc  X  du  numcraçeur  ,  en 
molrii^liant  par  'ii4c  part  âc  d 'aucré,  on 
uuramy=^-:^4î-^i^i4-.  Oa^  maii- 


4^       .  É  i  i  M  à  k  ê 

renaiH  une  Iraâioa  doBt  le  numéraunr  élÉ 
Un  nombre  connu  ,  &  dont  lè  dëiioininai» 
teur  doic  être  un  divilcur  de  ce  nombre  ; 
qu'on  repréfente  donc  le  nwnératcur  par 
xat  pcoduic'de  deux  faâcurs^  comme  ^ 
Xt  qui  peut  fouvcnc  fe  faire  de  pluficurs 
tfkdxï\m%  >  &        voye  li  uti  <ic  c«s  iac- 

tcurs  peut  fc  coiiiparcr  avec  mx — -h  ,  de 
^açop  que.«;c^&  s=  ^  Or  iltfatic  pour  ccf 
ciiLC  ,  pijiftjut:  X  =       que  foie  di- 

vifible  par  m  ;  &il  s^eaûuc  delà  que  parmi 
les  facteurs  de  nu^^ab  ,  on  Ae  peut  em^ 
filbyer  qiieceux-qui  font  tek/ qu'enyjijoii* 
taût  les  femmes  foiciu  divilibies  par  m* 
Nou;  allons  ëclaircir  ceci  par'  trti  eÉçfnplci 
,^ou  IVquarion  jjcy  =  ix-j-jy-f-iS^on 

il  s'i^gic  par  cocféqucnt  de  trouver  cei^- 
4qs  divifeur$  deijié  qui^  ajoutés  à  ^  i  doii* 
lîer>t  des, femmes  div^iblcs  par  K^.f^vixYGn 
ËOûfidere  toua^ies  dîvifeors  de  96  ^  quifooi^ 
»  f .  *  *  3  ^  4  >  ^  >  8 ,  I»,  ^6  ,  a^;       48  ,  * 
'  ^$  9  on  voit  facilcmAm  qtr'if  n'^  en  a  qwe 
cok  tit^is»^     j^2^3u.^  qui  pctweiit  fetvir. 


A  L^G  E  s  È  éfj 

Soie  doucl.)  jjc — ^  =  x, or) aura  5J'— ,50^ 

&  par  Goofcqucnc  jr  =r  l  ,  Î4 
-  J=?io. 

IL)  jx— 3  =  ia^oûaura5y=  10, 
^  &  par  confdqucnt^  =  3  ,  & 
y  =  i. 

lu.)     — 3  =  31  .on  aura  5y=^  ^ 
&  par  conléquenc  x=57  j  & 

Comme  dansccrre  folution  gc^neralc  on 
a  my^û=^f  ,  il  fera  à  propos  d'ob- 
fer  ver  que ,  fi  un  noiubre  compris  dans  ta 
formule  mç  '{^ab ,  a  Un  divifeur  de  ia  for* 
tnC  mx —  l'y  le  quoiienc  dans  ce  cas  àoit 
être  néceâàiréipenc  compris  dans  la  for» 
iuu!e  my  -^ — a  ,  &  qu'ion  pcuç  alors  repr  - 
feoter  le  nombre  mc-^ab  par  un  produit 
tel  que  (jnx — l})i}ny — a.)  Suie ,  parex^n.* 
/j>le,iw=±ii  ,^a=5  ^bzssj 6c  c=;zi^  ,àn 
auça  —  5=:j~j  or  les  divifeurs  de 
ai$  font  1 , 5 ,  43  , xi$  ;  il  faut  en  choifir 
ceux  qui  iêat  çompris  dao6  la  formule  izx 


— 7  ,  OU  qui  fonc  tels  qu'ea  y  ajoutant  7  , 

là  lomroe  ioic  divifiblc  par  i-  ;  mais  il  n'y 
a  que  %  qui  (acisfalTe  à  cette  condition  ^ 
aiufi  — 7=5  &  lij  —  «ç  =  4.3  i  oc  Je 
même  que  ia  première  de  ces  équations 
donne  x=^i  ,  on  trouve  auffi  par  Tautrc  j 
co  nombres  entiers  ,  fa  voir  y  =4.  Ceite 
propriecc  cft  de  la  plus  grande  importance 
relacirementà  la  nature  des  nomt>res  y  Se 
mérite  par-là  qu'on  y  f^fle  attention  par- 
ticulièrement. 

Confidérons  maintenant  aqilî  une  équa« 
tiott  dt  cette  efpece,  jcy-}-;^jcjift=ix-}*3y 
-j-  2.9.  Elle  nous  donne  y  =î~p?^,  ou  y 
= —  X —  I  -f--'!^  ;  ainfijc— 3  'doit  être  un 
diyifeur  de  16  ,Ôc  dans  ce  cas  .  la  diviiion 
étant  Élite,  le  quotient  fera  =:y-}-x-j-  i  ; 
or  Icsdiviieurs  de  26  ^tant  i  ,x  ,  i^,x6  , 
ijous  aurons  donc  les  folutions  fuivantcs  : 
I,)  jc — ^^3=1 ,  ou  j:c=4  ;  de  forte  que  y^x 

'       .        -     •  Ih) 


2>'  A^^^  a  £     ji  %•  if^ 
^^^io^yè^T^,  ou  x=^^  ;  ainfi  y^x^.t 

III.)  jc — 3—^3  >  îO«  Jifc=t6^i  ainfi  x+y+t 

Ceuc  dernicre  y  alcur  (fterk  neVativ©«doit 

pourra  ^cuii -.compte  4u  dcrûier. 

.    '    37*  •  . 

Il  ne  fera  pas  iiv:^cfraire  de  Juv^iopper, 
où  on  iic.rcnc6n|rc  quc  b  ^)»*'cmitu"c  p^if- 

'^Aaa  àê  y.ôc  de  plus  hautes  puiflances  de 

X  ,*.Gar  tes  cas  ne  fc:  prcIciiLcat  que  rare-' 

foiiJrc  par  la  raciliodequc  lious  avoii^  K>^~> 

{du»  Ifeticj^  iS»  qiu'ofiAVfî^t  m,àét^tmmeÊ  la^ 

valcui:  paiip>  règles  données,  on  pai  victi^ 
à^v%fi<^  c^flliW^,  y  CQxnpreopeiUii 
dc;^  puiUaiiccs  Iccuadts  ou  .encore,  ^lus^^ 
x^Sc  iLs>yic  ^lon^  de  trouver^* 


Cvài,ouir  les  lignes. radicaux  qu  l'irration- 
iMflicé.  Or  le  pibs  graÉA  ait  de  l'anà^ïNe; 

îpdétcrminée  ,  couiiile  précifcincui  àrcn- 

tkOMineKes  ces-  -fi^wiiAet  fetrféefrtm 

*  r 

ii2cunimjc)iiur<ibl^  ;.ii&uf  en  fourniras  Içs 
ifeoyens  c^^Bfr  Ijfif^  Chapitres  fotvaiisv  * 


1  « 


^     C  H  AP  I  T  RE    I  V* 

♦        -         \       '  ' 

■ 

§k  ia  manière  de  tmàte  rutionnèHe»  3és  qtmt^  / 

y  '        »1  1 

iitù  Juuriks  di  la  /br/n^  r  a  +  bx -fcxx,  * 

I:' 
L  <çft  donc  qtieftimif  ptdféiRmieQt'de 

détcrrainer  les  valeurs  qu'on  peut  adupt^cr' 

4|K>t]T  X ,  afin  t|ue  U  ^irmule  a^bx-^f^iji^' 

devienne  effeâivement  un  quarré  ,  Ôc  pa^ 

•foonifquélic  qu^on  puili»  efi  ^(B^et  ne 

racine  rationnelle.  Or  les  lectr^  a     6c  c 

fignifienc  des  ^oipbtes  donnés  ;  c^ëflr  de  k' 

nature^  de  ces  nombres  qUc  dépend  pria^ 

cipalemeat  lat^^î^ccràiÎQiciQa  de  rjrf;:ocii 
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■Vj  oc  nods  renifarquerons-d  avance  que 
dans  bien  des  cas  la  foluciôii  devient  im- 
f    '  jIc.  Mais  lors  môme  qu^elle  eft  pof! 

•.fibic  ,  il  fSuc  du  moins  fe^conrcnter  au 
comnicnccmcat  de  pouvoir  r  pou<* 

•la  lettre  x  des  valeurs  rationntlles /fans^- 
tx/gcr  pré^ilerVicnt  que  ces  valeurs  foienc 
mèrae  des  nombres  entiers  ;  cettfe  condi-, 
tio;i  entr^Jnc.  des  recherches  tojat-à-fait 

•  fîfrticuriVreii,  ,   -  ^ 

Nous  fuppofons  ici,  comme  on  voir, 
qufi  la  formule  ne  s'étend  qu^aux  féconde^ 
puiflànces  de  x  ;  les  degrés  plus  élevés 
exigent  des  méthodes  diffcrentes  ,  donc 
nous  parlerons  plus  bas,  t 
.  Nous  rertarqueronsid'abord  que  fi  kfc- 
condfe  puiflance  même  nés  y  trf)uvoic  pas, 
'êc  que  c  fôt  =o  ,  U  queftion  n'âuroit  au-. 

cunc  difficulté  ;  car 'fi  étoit  U  ^ 

formule  propoië#,  &:  qu'il  fallût  cfétermi-.' 
lier  x^^c  manière  que  a-\'bx  fut  un  quarré^ 
ctin^àufoîtqu*^à  faire  a^bx=^'y,à!'oik  Pun^ 


çbticixlroit  auflî-ç6c  x  ==^7^  y  or  quelque 
liombre  que  Ton  fubfticuât  ici  au  lieu  de  y, 
il  en  réfultcroic  toujours  pour  jc  une  valeur 
telle  que  (croit  un  quar«é,,  &  par 

conféquent  \/ a-^bx  une  quantité  latiqn* 
«.nelle^ 

^  Nous  commencerons  donc  par  .  la  for- 
mule \/  i-f-x^  ,v'eû-à-dii:e  que  nous  cher- 
cherons pour  X  des  Valciffs  teîlcs  ,  qu**en' 
ajoutant  à  leurs.quarrés  Tunitd^  lesfommes 
Ibient  pareillement  des  quarrés;^&.  comme. 
j\  ett  clair  que  ces  valeurs  de  x  ne  px)urronc 
être  des  nombres  entiers, il  faudra  fe  con*!^ 
tenter  dé  trouvct  les  nombres  fradionoai- 
res  qui  les  expriment.  ;  i., 

Si  on  vouloir  ,  à  caufe  que  i-j-xx  doicj, 
être  un  quarrc ,  fupp.ofcr  i'-^xx=y.y  ^  pn 

auroit^ x^==yy — i ,  &  x^V yyyi  ;  ainli 
il  faudroit  ,  afin  de  trouver  x  ,  chercher 
pour  y  des  nombres  tels  que  leurs  quarrcs^ 


m 
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diminués  de  l'unité  ^.  dormaïTent  auflî  des 
quanx's  ;  Se  pur  tonicc|ucnt  on  rctombéroît:  «-  • 
^ans  une  queftion  auffi  difficile  que  la  prcf5^  * 
mierc  ,  &  on  n  auroic  pas  fait  un  pas  en 
avant. 

^^  ctt  cependant  ccrrairl  qu^il^y  a  rccl- 
/cmefit  des  fraisions  qui  ,  crant  fiibQituées  • 
à  la  place  de  x  ,  iont  que  i-j-.vx  devient'^  < 
un  quarrd  ;  on  peut  s'en  canvaincre  par  les 
cas  fuivans  :  * 

I.)  Si  jç=:  ^  ,  ofi  a  r-f*.vx  =  Ji,;  par  con-^;.  ' 
*  féqucnt  y  r-f-xx= -  ,  ^ 
xT.)  r-pr.r  devient  pareillement  unquarré;  " 

fi  X  =  y  ,  on  trouve  l/i    yt«c  = 
III.)  Si  on  fait  x=^, ,  on  obtient  i-^xx 
x='i^  y  dont  U  racine  quarr^e  eft  y*. 
^  Mais  il  s'agit  de  faire  voir  comment  on 
doit  trouver  CCS  valeurs  de  x  ,  &  même 
(^us  les  nombres  pofBbles  dç  cette  efpecc. 

> 

Il  y  a  deux  mcfthodes  pour  cela.  La  pre--^^ 
fiierc  demande  qu'on  faire  l/i-^-  XX  = 


i 


1 

1 

i 


■•Tu 


*  . 


4: 


$4  -    M  i^MK^..^. 

}  pn  a  (Jatis  cctw  fuppofitîon  iHf-xjf' 

^    truit  ;  de  forte  qw'on  peut  exprimer  x  isms^^ 
fijg^e  radical.  Car  ciiâ94nç>lc,parc.&  d;ai|^. 
trc  jcx  dans  réqaarion  fufîMte  ,  on  trouve, 
ipx^pp:=ati  i  4 'où  l'on  tire  xa=t  quaiH 
tire  datis  laquelle  on  peut  fubftituer  à./;un 

tions.  .  • 

«  Qu'on  fppfXjofe  doftç  p^scJ^^  a^jtZfXi 

;  ôc  fi  ofdr.  multiplie  le^,  d^ox'  ter* 


m 


mes  Je  ct  ac  fraâfîon  p^r  nn  ,  on  trouve 

4:3'     .  ■  •  - 

Auifij'P^^^^  i+jCx  devienne  ui> 
^uaçf^^'Ofi  peut  prendre  pour  m  Sentons^ 
le&  .n(mbrt$  entiers  poS&lps,  Su  crou|rcr' 
de  cctfe  m^ioiere  pour  ^  une  infinice  de  • 
valeurs. 


f  ^«  *  Si  l'on  fait  aulE  en  ^érsà  :c=r  "-r^—, 
>     •         .on  trouve  i+acx=i.+  Zi^^  '  ^ 


« 

1 

m 


Si 


t  +  XK=i     *  ^ — ,  tiactioo 


qui  ell  eflcclivemenc.  un  quarFd  ,  &  qui 
donne  j/i  4-j«:x=-^— •  '  . 

1/  MBA 

ih^us  indfqi2el'q0&  d'^f)'^  ^^^^^  folucfoti 

gijclqucs-unes  ^es  moindres  valeurs  dex. 


3  3 

î  2 


.1 


(nn — 'wqi) 


-44* 

5=  ^     ^x,    î  &  fi  on  ihulciphe cçtce 
•  \  xmn  )  - 

tfquacion  par  (imn)'  j  on  trouve  (am/iy 

(/w — mrtl^y={nn+mmy  ;  ainfi  nous. 

connoiiïunîi^dlune  manicre  gcncrale  deux 

xpîdtréB ,  dont  la  fontme  donpe  un  nouvcaiT 

quarré.  Cette  remarque  conduit  à  la  rcTo- 

ludon^Ja  quefliron Rivante  :. 

Trouver  deux  nombrcs  qparrés  ,  donc 

kr  (braafe  ^o^t  par^i^mçnc  un  nombrç 

quarrë,  1^ 


^it  E  z  \É  M.  s  k.  s- 

On  veut  que  pp-^-'qipssrr  ;  m  i*a  adioci^. 
qu'à  taire  p^-Ltmi  4c  qz=nn — pjm  ,  &^a(^ 
aura  r=;/;rr+mw» 

De  plus ,  comme  ijin^mm)'  -^{^Hiwy 
i^^nn^mmy  ,  on  peij^  auffi  séfoudr^  la 

Trouver' deux  quarpés  •  doijt-la  difi^ 

fence  foit  de  raçaie  un  nomtrc  ijuarré. 

Car  fi  on  vci|t  ijue  pp—tq^pjèu^r ,  ^  n'a. 
qu'à  fuppôfcr  p^nn-j^mm  fie  q^imn  , 
4c  aura  r=/z;7— m/T?.  On  pourroit  aqflî. 
iàîre  p—nn^mm  àc  q==^nn — mm  ,  êi  otk 

'  45-     ^    .  ^ 

Nous  ayons  parlé  de  deux  xuapi^Fcs  dè  ' 
donner  44»  formule  i+x^r  4a  fornte  d*ua 
qugrré;  voici  donc  I^autre  méchpd^'i 

Qu'on  fuppofe  \/  l  '^xxsiz  i  +  ,  oa  . 
4Mra  I  +5Jc==i  4-  ^  fi  Too  fout- 

jraic  de  part  &  d'autre  j  ,  on  a  xx=^ 
+^  ;  cetLe  équati«3ip  divife  f^x^  48& 
par  çonféquent  on  ax=v.+^%  /^wx. 


A  i  o  Ê  B  h  -  ^7  ^ 

Ayàtit  trouvé  cette  valeur  de  x  ,  oa  â 

4  777  m  ri  n 


4  y 


ou 


—  ,  ce  qui  eft  le  quarré 

rv — z/rimna-^-m  ^ 

cle^-.  Or  commun  rcfulte  delà  IM-  ^ 

^  '  .(  rûî — jnm  )      (  nn —  mm  ) 

nous  aîiron8,ainfi  queci-dcirus,(^fîn. — ^^it 
4-  {%mtiy^{na.\  mm)^  c'eft-à  . dire  Tes 
(deu5c  mêmes  quarrés  dont  la  fomme  eft* 
pareillement  un  quarréi 

Le  cas  que  nous  venons  de  ddveloppei?!^  . 

^'unc  mnnierjl  décaiHéc,  nous  fournit dcuit 
mérhodes  pour  transformer  en  un  quarrci 

4a  formule  générale  La  pre- 

mière de  CCS  méthodes  s'applique  à  tous 
les  ças  pu  c  ell  un  quarré  \  la  fecônde  fe 
rapporte  à  ceux  oîi  a  cfl:  un  quarrc  ;  nou^. 
nous  arrêterons  a  l'une  &  à  Pautre  fuppo- 
fition. 

î.)Suppofons  d'abord  que  cfoic  un  quarr^v  • 

9  .'  •   .  •  ' 

r 


•M' 


* 

4' 


f 


r  * 
f 


M  qut  la  Ifermule  prpfM>fée  fctk  «f* 

-YJJxx;  puiftju'elle  doit  erre  un  quarré^^ 

nous  ferons  a-\'l$x-\-JJxx=:fx  ^ 
nous  aurofis  a+  bx  -y  ffxx  =  ffxfx  +^ 
>  'es  termes  afFcâcs  de  .va  fc  dé- 
truifca^^  de  force  qèo  <7  +  bx±=^^^  +  ^"  ; 
fi  noûs  ni ukij} lions  par  ,  nous  avons  nna 
4*  nnb;!:ts=i\mnfx-\-  mm  ;  nous  en  Coi>r 
c^)ns  x=  3c  en  fubdiruant  à  x 

cette  v4ileur'nouiltouvons  l/a  •fbx+Jjx^ 

»  «ij^    1   ¥  *~T  ton*— Jailli/''"^   .  . 

* 

.  Cfittiiîe  Qous  avons  troiw^'  pour  jt  tino 

iraâioâ^  nows  l:eromx=^  en  forte  que 
^pi=fmn-^nna  \  &  q=uinb-imftf  ;  Mifi  la 
formule  -j- -^=^^{1  un  quai^ré i  ôç.  com'^ 
mé  elle  eft  pareillement  un  qiiifrré ,  (i  oft 

|d  TOultipUc  par  Le  ,q.uarré      ,  il  s'enfuit 

iquc  fa  formule  '^flpp  cft  auffiuik 

j^uarre'.,  û  on  fuppofc  p;==iyzOT — flfia  àc  q 
^nnb-^%rrinf,ï\  e(£ clâir  qu'il  r^fulce  delà^ 
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parce  que  les  valçurs  des  lettres  m  8c  n 
font  arbitraires,  ^ 

48. 


IT.)  Le  fécond  cas  que  nous  avonsàcon- 
fid^rer  ,  eft  celui  où  û  cl\  un  q-jarré.  Soit 
donc  propofc't:-  lafbrmule // -|-ijc -f-crx, 
(jonc  il  s'agilTc  de  taire  un  quarré.  Nous 

fdppofcrons  pour  cet  efFet  \^ fj  -f  ix-f  cxx 
i==/'-j--" ,  &  nôus  aurops  f/^bx-^cxx 

=//+^:-H-^-  ,  où ,  Icsy/rcdecruifanc) 
on  peut  divifer  les  termes  reftcfns  par  x  , 
de  forte  qu'on  obtient   -|- r A.==r  "^-j-  ^i^^ 
ou  nnb^nncx=  ^mnpr\- mmx  y^nncx 
—  mmx=imnf—nnb ,ou  enfin  a'=  —^^. 

'  '  n/itf — mm  • 

Si  noûs  fubdituons  maintenant  cette  va- 
kur  à  la  place  de  x  ,  nous  avons 

\/jf^bx  +  cxx=pr  ^è^:::-  =^^1^^ 
&  en  failant  x=r--  ,  nous  pourrons  ,  de  la 
même  manière  que  ci-dclTus,  transformer 
en  quarré  la  foTvc\u\c  f  Jq^^b^q-^ cpp  , 
lavoir  en  faifant  pz=.imnf — nnb ,  Se  q 
=  nnc  -^-mm,    ^  * 
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49. 

On  doit  diftinffué!^  principâleiiient  ici  It 

cas  ou^7=  o,  c'cft-à-dirc  où  il  s\igîç  de 
fi^irc  on  quarré  -de  la  fortfiu^  bx-^xx  ;^ 

c^ir  on  n'a  qu'à  fugpofer  \/ùx-j^Qxx  =.'^  ^ 
0»  aura  IMquation  èif^c#wfï=~^'-  qui  , 
divifée^par  âc  pm^cipliée  par  /</z,.donQg, 
Snli^cnnx^^mmx,  ^  p^ç  conft'quenç  x. 

Qu*on  cherché  ,  par  «femple  ,  tous  les 
noçibres  crigonau}cqui  (oàcei>mèaae-geii]^fii 
des  qU|irreV,ilfaudrti  que^;^''  ,  &  par  cbn- 
féqqfint  auili  2,xx-4-2x,  ibic.un  quarrç. 
Suppofofïs  que  ~-  (oit  ce  quawc  i^qousw 


aurons  xnnx  +  xan  5==  w/wç ,  &  xrae  j^^^^, 
on  pçut  fûbftitucr  d^ns  çfccte  v-aîe^r  ,  au 
lieu  de  m  Se  dc'/i  ,  tous  lés -norobrçs  pof- 
fiblcs  ;  mais  on  trompera  j>our  dfairiâî-ï^ 
réjnnent  une  fraâripo  ,  quelquefois  çcpen- 
^ift  ôt\  parviendra  au/Ii  à  des  nombrer 
ébcîér»;  par  cxeinph|,  fi  m  s=±  3  &  //=  x 
^Qij  trouve  X  =8,  dont  Icnpmbre  triangu- 
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kîre',  qui  eft  36  ^  cil  en  même  temps  un 
quarré>. 

On  peut,  auffi  faire  772=7  &  ^  =  $  ; 
dans  ce  casx= — 50^  donc  le  triangle 
1125  «ft  en  même  temps  celui  de  -f-  49  & 
le  quarrd  de35..  On  auroir  troavé  Icmcme 
riffulcac  en  ftifant  //=7&n2  =  io,-  cap^ 
daps  ee  cn^  on  a  pareillement    =  49. 

'De  mume  ,  i'i  mz=\i  6i  /i=  iz  ,  on' 
trouve  .Y  =  i83  ,  le  nomhro  trigonul  ctieft 

quatre  donc  la  racine  eft=  12,17=2*64, 

50. 

Nous  remarq,uerons  .à  Te'gard  de  de  der-* 
nier  cas  ,  quelaformule^x-}-  t'A  xapu  être 
tl^nsformée  en  cm  quarrd  par  la  raifuji 
qû^elle  avoit  un  fadeur,  Hivoirxj»  cette' 
obfervation  noOs  conJun  .1  aj  nouveaux 
cas  ,  dans  lefquels  Kl  formule  ^;-^i'A-^c'xx  * 
peut  pareillement  devenir  un  quarrc,  !(w  * 
même  que  oi  a,  ni  r  ne  font  des. quarrJs.  ' 

Ces  cas  font  ceux  ou  û-jrbx  -}-'cx.v  peut 
fe  deçompofer  en  deux  fa^îlcurs  ,  &  cela  ' 


^  •  ça. 

Pour  cfciiaircir  ce  réfulcat ,  foitprqpofcci 
la  qucftion  fuivancc  :  ^ 

Première  queJlion.Trouver  tous  les  nom- 
bres x^tels  que  fi-du  double  de  leur  quarré  - 
on  retranche  2  /le  refte  foit  un  quarré,^ 

Puifque  c'elt  zxx  —  i  quî  doit  être  un  " 
quarré,  il^faut  faire  attention  que  cette  for- 
mule s^exprime  par  les  fadeurs  fulvans  , 

— I.  Si  donc  on  en  fuppofe  la 

racine  =        ,  on  a  2  (^"^i  )  {x — i  ) 
mm  (tx-4-  i  )'      -i  .  .  r  1         «  • 

=  ~~ — -  ;  divilanc  par  x  ^  i  oc 

multipliant  par  nn  ,  on  aura  innx — inrt 
~mm>:  -|-  mm  ,  Se  delà  :>c=r"'  ^  '  . 

Si  Ton  fait  772=  r  &  7z=r,  on  trouve  • 

Que  fi         &  n=%  ,  on  a  x= —  17;  * 
or*" comme  x  nç  fe  rencontre  qu'elevd  au 
fécond  degré ,  il  eft  indifférent  qu'on  prenne . 
x= — 17  oux=-|-  ly-  Tune  &i  Tautrc . 
fuppofition  donne  également  ixx — ir= 

5j, 
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Seconde  queflion.  vSoir  propofee  la  for- 
^kï\c  6-\'i2x-\'6xx  y  pour  être  transfor- 
ïiiée  en  un  quarré  ,  nous  avons  ici  û  =  ^ 
i=i3  &  c  =  6 ,  DÙ  ni  /7,ni  c  n'eft  un  quard. 
\Qu'on  voie  donc  fi  bù — ^ac  dcviciic  un 
^  Ijoarré  ,  on  trouve  15  ;  ainli  on  ell  sûr  que 
formule  peut  ^rrc  repréfcncce  par  deux 
*|Nâcurs;  ces  tacicurs  font  (x4-3x)  (j-f-ix); 
^ue— ,^--foit  leur  facinc,  on  aura  (i-h  jx) 

(3  +  ")  =  \/      .  ce  qui  fe  change 

en  3r2n■^^nnx  =  ^n2m'^3'7Imx  ,  d'où  Vori 
♦  ^ire  x=:  Or,  afin  qu^ici 

le  numérateur  devienne  pofitii',  il  faut  que? 
^    ^nn  foit  plus  grand  que  zmm  ,  &  par  con- 
'^équcnt  imm  plus  petit  que  ^nn  ;  c'ell-à<^ 
dire  qu'il  faut  que     foie  plus  petit  que^ 
Quant  au  ddnominatcur  ,  s'il  doit  devenio- 
pofuif ,  on  voit  que  3/72/72  doit  furpafTer  inn^ 
par  ctînfequcnt  ~  doit  erre  plus  grand 
^    que  7.   Si  donc  on  veut  trouver  pour;c 
.  j^cs  nombres  pofitifs,  il  fauL  prendre  pour 
^  '    Tome  IL         ^  E  '  i 


I 


1 
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9  '  m  &  n  des  nombres  tels  que  foie  fnoiff-' 
àre  quc-ôc  ccpcndvînt  plus  grand  q'-i^i^ik 
Soir  ,  par  exemple  ,  rn=:6  &i  /i=5  ,  Çrf 
aura'';''=      ce  qui  efi  moin.^rc  que  '  & 

•  i'  évideinmeiit  plus  grand  que  7;  t'ctt  pour- 
quoi on  trouve  .v  — 

•*  54" 

IV.)  Ce  rroificme  cas  donne  iieu  d^ca 
coofidérer  cr-^^^^-c  un  quacrieme  ,  qui  eft 

^  celui  où  la  formule  a  -^ùx-^-cxx  fc  décom- 
^  pofe  en  deux  parties ,  relie  que  la  première 
foie  unquarré,  &  que  la  féconde  foir  le 

'  produit>dc  deux  fââcurs  ;  c'cft-à-dirc  que 
-dans  ce  cas  la  form-ule  doit  être  rcprefcntec 
par  une  quantité  de  la  f"orm«  PP'V^''  > 

"  ^  les  lettres cj  &i  r  indiquent  des  qxiantités 
de  la  forme  J-^-i^'x^  il  cil  clair  que  la  règle 

pour  ce  cas  fera  de  faire     ftp-^ij  r—p 
.    +^  ;  car  on  aura  pp-^-qr^pp  -f     '  -h  , 
*  ©ù  les  pp  s'en  vont ,  après  quoi  Pon  peut 
.    flivifer  par   ,  de  forte  qu'on  obtient  — 


I 

I 
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f^PlaquclIc  X  fc  détermine  facilcmcnri^ 

Voilà  donc  le  quatrième  cas  dans  lequel' 
rtotrc  formule  peut  fe  traiiilurnier  en  uvt^ 
quarre  ;  Tapplicacion  en  eft  aifée  ,  &  nous' 
allons  l'éclaîrcir  par  quelques  exemples. 

JÊÊÊt  ^  ^' 

JLroi  fiemc  queflioruOn  cherche  des  nom-* 
hres  ,r  ,  tels  que  leurs  quarrés  ,  pris  deux 
fois  ,  foient  de  i  plus  grands  que  d'autre^ 
qu^rrés,pubicn  que  (i  on  retranche  Punité 
d^un  de  CCS  douMcs  quarrés  ,  il  rc/le  ur^ 
quarré  •  ainfi  que  le  casa  i^'u  pour  le  nom- 
Lrc  5  ,  dont  le  quarre  25  ,  pris  deux  fbis^  * 

donne.  le  nombre  50,  qui  ett  de  i  pi  us  grand 
que  le  quarre  49. 

?l  II  iaue ,  u  upi es  cet  énonce,  que  %xx — ri 
oit  un  quarj-c  ;  &i  comme  nous  avons 
fuivant  notre  formule  ,  —  i  ,  ù—o.&c 
r=i,on  voit  que  ni  ni  c  n'e{\  un  quarré, 
6c  que  de  plus  la  quantité  propoféc  ne 
peut  être  décompofée  en  deux  faftcurs, 
puifquc  lyù — 4^c:=:8  n'cft  pas  non  plus  un 
quarré  j  de  forte  qu'aucun  des  trois  premiers 

'  E  ii  " 


9  • 


•  '    cas  n'a  lieu.  Mais  ,  fuivanc  le  quatftémc/i 

cette  formule  peut  erre  repréfcntée  par 

idonc  on  en  fuppofe  la  racine  =x4- '-Hr^'~ 

•  *^ôn  aura  xx^  (x-hi)  {x^i)—xx\  - 

,>,m(.T-H);      ^^^^.^  équation  ,  après 
^        n  n  ,         y  ^ 

l^rnir  effacé  les  xx  6c  divifc  tes  autres  tcrV^# 
incs  par  v  +  I  ,  donne  nnx—nn:=imnt 
•^-mm ,  d'où  Ton  tire  x=  -        -  ;  &  puif- 
f   ^ue  dans  notre  formule  zxx — t  ^le  quarré 
xx  fe  trouve  (eu)  ,  il  clt  indifFJrcnc  qu'oa 
trouve  pour  x  des  valeurs  poficivesou  né- 
.   gatives.  Orr  peut  d'abord  même  écrire  — m 
^  ^  au  lieu  de  4-  ^  ,  atia  d'avoir  x= 


•  # 


Si  on  fait  ici  m=ii  &c  /7=:i  ,  on  trouve 
I  &:  ^xx — 1=1  ;  que  fi  on  tart  ni  —  i 


I  &  f?=x  ,  on  trouve  x^^-&c  zxx — i  ^'-'^ 
cntîn  ,  (i  on  fuppofoic  mac=i  &  n— — x  , 
on  trouvcroit  x= — 5  ,  ou  x  =-hî  •  ^ 


^  •  2XX— 1=4,9, 


H- 


«. 


•  -      #    ••     ••  • 


•  ■ 


•  < 
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ir  (^uatrUme  qucpion.  Trouver  des  nom- 
^  ^res  donc  les  quarr<?s  doublas  ic  augmenté^ 

de  2  ,  foicnc  parcillcmcnc  des  quarrds.  Un**  •  .  *  • 

nombre ,  par  exemple ,  eft  7 ,  le  double  ^ 
de  Ion  quarré  eft  ^^S ,  &  fi  on  y  ajoute  2  ^  ' 
'   on  a  le  quarré  loo.  • 
'      Il  faut  donc  que  lxx-|-^  foît  un  quarrd, 

&  comme         ,  h^o  6c  c  =  i  ;  de  forcer     .      '  , 
que  ni  a,  ni  c ,  ni  bb — \ac  ou — 16 ,  ne  fonc  ' 
des  quarrcfs  ,  il  faudra  recourir  à  la  qua-  • 
tricme  re^le. 

.  .  ...  « 

Suppo/ons  la  première  partie  =4  ,  la 

féconde  fera  ^xx — z  —  z  (.r— i  )  ^ 

qui  donne  à  la  quantité  propofdc  la 

^  forii  e  4-[-i  (.r-f  i)  (x— I.)  . 

Que  2-j-~,^  en  fok  la  racine  ,  nous^^ 

aurons  l'équation  4. -f"^  (^-|-0(-^ — 0  =  ^ 
t  -^L.^fifili:  ti^,  où  les  4  fere- 


Jl 


r 


• 


tranchent  ,  de  façon  qu'après  avoir  divifé 
les  autres  termes  par  x     i  ,  on  a  %nnx  , 
|i         '^inn  =^  û^mn-^-minx^mm  y  &c  par  c««^          V  J%' 


frfquenc  x^^^ 


9 
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^   Si  on  fait  dans  cccte  valeur  m  =  i  Si 
n=i,on  trouve  X  =  7  ,  û:  ixx-j-i     loo^  • 
S^Wis  (i/72  —  o&n=i,on  ax=i  ôc  xx^ç 


lé  ' 


f^x  —  4. 
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*  Il  arrive  fouvcnc  aufli  que  ,  lorfqi^auT  . 
tjçunc  des  trois  premières  règles  n'a  lieu 

Jpn  ne  peut  trouver  comment  la  formule  • 
feeut  fc  decompofcr  en  deux  parties  telles 
jjue  la  quatrième  règle  les  demande. 

Par  exemple  ,  s'il  elt  qucftion  de  la  forr  , 

•  inulc  7 I  5.\-|-I3jcx  ,  la  décompofition 
«dont  nous  parlons  e(l  à  la  vcfrité  pofTible, 
Ipîais  la  façon  de  la  faire  ne  (cprcfcnte  pn^ 
^'abord  à  Tefprit  ;  elle  exige  qu'on  fuppofç 
Ja  prcniiere  partie  =  (i — a)'  ou  1 — ix  * 

5  de  façon  que  l'autre  eft  =  (3-j-i7X 
Vj-iixAT    Se  on  reconnoîc  que  cette  partît 
H  des  fadeurs  ,  parce  que  17' — 4.^,1  a 
étant  =  I  ,  cft  un  quatre.  En  effet  les  deux 
faveurs  font  (x-^-jx)  (3-}-4x)     de  forte  ^ 
que  la  formule  devient  (  i— x)'-f-  (i-l-jxj^i;^ 
'(3  +  ^'^)  y  &  qu'on  peut  niaiotci>aupj3^rç^^  - 
foudre  par  la  quarricnac  ^cg^t,, 


1t 


«^.Mai-s  y  ain(i  que  nous  !  avons  infiini^,  oa 
e  doic  pas  prciendrc  que  cette  décomno- 
iicion  fe  trouve  fur  le  champ;  c'cjf  pour^» 
quoi  nous  indiquerons  encore  une  voie  géji 
ficralc,  pour  rcxonnokrc  [      .  iblciTièiu  fi 
Ja  ri:roluCion  d'une  ccllti  Kn  mule  cil  ^lolli- 
i)/e  ou  non  ;  car  il  v  cn  a  une  infiiVicé  qui 
Tie  peuveiu  le  réloua:  c  du  c^jut  :  telle  eft  ^ 
par  exemple  ,  la  formule  3xx-}-i  ,  qui  nt 
pcuc  en  aucun  cas  devenir  un  quarré.J3\m 
autre  côté  il  fuffic  de  connoîrreun  Icul  cas 
ou  une  formule  elè  poflîble,  pour  en  rroui» 
ver  enfuirc  facilement  toi;res  les  (olurions; 
•c'cft  fur  quoi  nous  allons  LULici  dans  quel-- 
oue  détail. 


SS- 


II 


>D  remarquera  ,  d'après  ce  que  noi 
venons  de  dire,  que  tour  Pnvantagc  qu'on 
peut  fc  promettre  dans  ces  occafions ,  c'eft 
déterminer  ou  de  deviner,  pour  ainfi 
dire  ^  quelque  cas  dans  lequel  une  formule 
;  telle  que  -j-Z'x -|- rxx,  le  transforme  ca 
un  qu^ré  j      la  voie  q^ui  le  preTenre  na- 


I 
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tiirellcmcnr  pour  cela  ,  elt  de  fuppofcr  fuc- 
çefliveiT^enr  pour  x  de  petits  nombres ,  juP4  • 
qu'à  ce  qu'on  rencontre  un  ca^  qui  donn#^ 
"ùn  quarré,  ^ 
.    Or ,  comme  x  peut  être  un  nombre  rom- 
pu ,  qu'on  commence  par  fubftitucr  en  ^é- 
ndral  à  x  une  fraftion  telle  que  t       fi  Li^  4f 
formule  a  -j-^  -j-^  qui  en  réfulte  ,  eft  un 
jBquarré  ,  elle  le  fera  parciliement  après  avoir 
-jfîté  multiplice  par  uu  ;  de  forte  qu'il  ne  . 
j'eflcra  quW  tâcher  de  trouver  pour  f  & 
"pour  u  des  valeurs  en  nombres  entiers, 
telles  que  la  formule  aiw-^btu-j-ctt  foit  un 
quarrc.  Il  eft  évident  qu'après  cela  la  lup-  * 
poficion  de  x=7  ne  peut  manquer  de  faire 
trouver  la  formule  a-^  bxr\-cxx  égale  à 
j.un  q narre'. 

Si  enfin  ^quoiqu'on  faiTc  , on  ne  parvient 
à  aucun  cas  fatisfaifant ,  on  a  tout  lieu  de  ^ 
^jfoupçonner  qu'il  eft  tout-à-faic  impoUiblc 
'de  transformer  la  formule  en  un  quatre  , 
ce  qui  ,  comme  nous  l'avons  dit  ,  arrive 
trcs-frcqucmment. 
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Préfcntemcnt  nous  ferons  voir  que  ^ 
jorlqu'au  contraire  on  a  déterminé  ud  caîf* 
fatîsfàifîintj  il  cft  facile  Je  trouver  tous  les 
autres  cas  qui  donnent  parejllcmeoc  uf^ 
quarré  ;  on  verra  en  mcme-tcmps  que  le 
nombre  de  ces  folutions  cft  toujours  infi- 
niment grand. 

^I^Conlidérons  d'abord  la  formule  x+yr.v, 
o\xa  =  Xyh  — oScc  =  7  y  clic  devient 
.  -évidemment  un  quarré ,  fi  Ton  fuppofc  x 
=  I  ;  qu^on  fafTe  donc  x=:i-|-j  ^  on  aura 
^jcjc=  i-f-2y"j-3^y,&  notre  formule  devient , 
^4y"j~7yy  ,  où  le  premier  terme  eft 
n  quarré  ;  ^infi  nous  fuppofcrons  ,  con- 
j^brmément  à  la  féconde  règle ,  la  racine 
^narrée  de  la  nouvelle  formule  =  3 -J-^'^^. 
&  nous  aurons  Téquation  9  -j-  '4y~h7yy^ 
^9  I  '^T'H^     9  où  nous  pouvons  effacer 
9  de  part  &i  d'*autre  ,  &:  divifer  par  y  ;  cela. 
i^il  ,  nous  aurons       n         n'y  =  6  mn 
^jf-/«/7iy  i  doQC  y  =        .  ,  Se  j;Qnfcq.uçm-î 
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ment  .x:= —  ,  ou  I  on  peur 

^nn — mm 

adopter  pour  m  6c  n  telles  valeurs  qu'on 
veut. 

Si  on  faic  777=1  &  /2=ï  ,on  a  x=:- 
^u  bien  luflî ,  puifquc  la  féconde  puiflancc 
ic  X  eft  feule  ,  a:=:-|--  ,  donc2-}~7^-^  ^ 

Si  m=:^  uc  n—  :  ,  on  a  x= — i  ,  ou  x 

Mais  fi  m=^  &  n——l  ,  en  n  x=ij  ;  * 
ce  qui  donne  z-^jxxzzzizoï^  ,  le  quarré  -  _ 
(le  2^. 

Suppnrons  aufîi  a;;=S  &  n=z — ."5  ,  nous, 
aurons  de  même  .v= — 17  ou  .v=-j-i7. 

Mais  en  failhnc  /;/=8  &  /;= — ,  on 
trouve  jc=27i  ;  de  forte  que  i-j-^xx"^ 
=514085=717^ 

60. 


Bfaminofis  à  pr^fent  la^ori 
'-j- j^-j-7  ,  qui  devient  un  quarré^arîa 


cette  raifon  x=j— ,  noy^. 
chan«çe  en  çellc-çi  ; 


• 
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5  y  y—  7} +9 . 

^ont  nous  fuppofcrons  la  raciiic  q'  <fo 
=  3  —       moyennant  cela  nous  aurons 

îy^'  —  7  V  -j-  9  =  9— -i^ + '  :  -  .  5  . 
Mt-jnn  —  — 6rnn-^mmy  ;  d'où  nous  tirons  . 

y  =          ,  &  enfin  x  =  -~  "  " 


ï  n      ITT  nt 


Soie  m  =  z  &c  n  =  i  ,  on  Si  X  = — 6 ,  Se 
par  conféquenc  î -v;r-|-3  r-j--"  —  lé^^  =  13:^ 
Maisfim— — 1  &/?=r  ,  on  rrouYC jc'' 
fc:  18  ,  &:  5A';u-j-j;c-j-7  =  i68i=4.i'. 

61. 

fTTonfidcîrons  maintenant  cette  autre  for-^ 
ule  7JCX4-15X-I- 13  ,  ou  nous  ne  pou-f 
?ons  que  commencer  par  la  iuppofitîondc  '* 
x=i=    ;  ayant  fubftitué  &  multiplié  par  uu , 

nou*:  avons  la  formule  jtt  4-  ^  5^^+  ^3^^^  r,' 
t[iû  doit  être  un  quarre.  Eflayons  donc  de 
prendre  quelques  petits  nombres  pour  les 
pâleurs  de  r  d:  de         >  x  "  - 


"jè  Z   É  M   E  N  S 

Soit/— I  &  u:=i  y  la  formule  deviendra  = 
/=2  &  u=:i  y  —  =  7^ 

.        rr=3  &  tf=î,    —  =111. 

*  Or  m  étant  un  quarré  ,  c'cft  ligne  que 
la  valeur  de  x=3  fatisfaic;  fuppo Tons  donc  ■ 
jC3=:}-|-3^  &  nous  aurons  ,  en  fubflituanc 
dans  la  fi^rmule,  7yy4-4V/H'"^34" 

-f- VS+  '3>«^  7yy-|-57y+  ^^i-  ^^^^  'a 

racine  =  1 1      v  >  nous  aurons  7yy-^57y 
+  î2i  =  izi  4--:--{-7"r^,  ou  7;7^r'-^^-r?AiV 
=iimAz -f-mmy  ;  donc  y  = '-^  .      ,  ^  ^. 


Soit,  par  exemple  ,  m=3  Se /2=T  ,  on 
trouve       — 7,  &  la  formule  devient  ^xx 

^Soic  m=i  ôcn=î  ,  on  trouve  x=: — 
lw7;=3  &    = —  1  ,  on  a  x='-^'*  ,  &:  la^i 
|i)rmule  'jxx-\^  1 5X  +  13  =  i^'=  (  t  )V' 


61.  .1. 


Mais  fouvent  on  perd  fa  peine  à  cher-»  I 
çh^r  un  cas  où  h  formule  propolec  puiÇTjy/ 


"♦Google 
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'Avenir  un  quarre.  Nous  avons  déjà  dit 
que  3  cr  -j-  2  elt  une  de  ces  formules  intrai- 
tables, en  verra ,  en  lui  donnant,  d'après  • 
la  rcg'c,  la  forme  '^tt-^xuu  ,  qu'en  effet , 
quelques  valeurs  que  Pon  donne  atSc  h  i/ , 
Cfrte  quautice  ne  devient  jamais  un  nom- 
bre quarre'.  Et  comme  les  formules  de  ctfcte 
eipcce  font  en  trcs-g^rand  nombre  ,  il  vau- 
dra la  peine  d'indiquer  quelques  carafteres  . 
auxquels  on  puiffe  reconnmcre  leur  impof- 
libilicc  ,  afin  qu'on  foie  fouvent  diipenfé 
par-là  d'un  tâtonnement  inutile  :  c'elt  a 
<]uoi  nous  deftinons  le  Chapitre  fuivanr. 

CHAPITRE    V.  ^ 

Des  cas  où  la  formule  a-J-bx-j- cxx  ris 
petit  jamais  devenir  un  quarre\ 

62. 

V 

oMMm  notre  formule  générale  eft  de 
trois  fermes  ,  nous  obfervcrons  d'abord 
u*clle  peut  Epujours  être  transformée  eit^ 


é 
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ub;  autre  ^  dans  laquelle  le  terme  mo^en 
manque.  Cela  fe  fait  en  fuppofanc  x=^j 
cette  fubftitution  change  notre  formule  ert  . 
celle-ci  ,  ^-f  .    -J. -înn'^+iî  ^  ou*-/"   ;  ' 
&:  puifquViIe  doit  être  un  quarrc  ,  qu'on 
la  fafle  =  " ,  on  aura  ^ac — A/j-^yyrrrcj--  , 
&  parconfdqucnt  yy=tc:^:^-\-bb — ^^îc.Lors 
donc  que  notre  formule  lera  un  quarrtf  ^ 
cette  dçrniere  c^:f'\-bb — l^ûc  le  fera  pareil- 
lement ;  &  réciproquement ,  fi  celle-ci  eft 
un  quarré,  la  propofcc  le  fera  de  mcmc; 
Par  conftfqucnt ,  fi  on  écrit  f  à  la  place  de 
— ,  tout  reviendra  à  déterminer  (i 
line  quantité  de  la  forme  ^•{{"f"  r  peur  de- 
venir DU  quarré  ou  non.  Et  comme  cectcf 
formule  ne  confiftc  qu'en  deux  termes,  il 
ybftcertainement  beaucoup  plus  facile  par-Jà 
de  juger  fi  cite  eft  pofîible  ou  fi  elle  ne 
l'eft  pas  ;  c'eit  au  refte  la  nature  dûs  nom-»^ 
'  brés  donnés  c  &c  t ,  qui  doit  nous  guider 
dans  cette  recherche. 
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.  1!  cfl  clair  que  lî  r=D  ,  Ki  formule  cf^ 
fie  peut  devenir  un  quarrc  que  dans  le  cas 
.où  c  dï  un  quarrc  ;  cnr  le  quotient  de  la 
inifion  d'un  qu        par  un  autre  quarr<i 
t'm  parcilk  iK.nr  un  quarre  ,  la  quantité 
t/fnc  pcutetrc  uu  quarre,  àinoins  qu(  , 
i      a-dn-ec,  n'en  foîc  un.  Ainfi  quand  o 
i>ft  pas  un  quarré  ,1a  i'ormulc       ne  peuc^*' 
en  aucune  manière  devenir  im  quarrd  ;  & 
au  contraire,  li  c  cl{  par  iS-môme  urt^ 
quarre  ,  c:^.;  fera  de  même  un  quarré  ,  quel- 
que nombre  que  1  on  adopte  pour 

Si'  nous  voulons  porter  un  jugement  fur  ^ 
cTautrescas  ,  il  nous  faudra  recourir  à  ce 
que  nous  avons  dit  plus'haut  au  fujet  des 
dififercntcs  cfpcces  de  nombres  confiddrcs 
relativement  à  leur  divilian  par  d'autres 
nombres. 

Nous  avons  vu  ,  pc7r  exemple  ,  que  le 
divifcur  3  donne  lieu  à  trois  efpcces  dif- 

'jè_ 


•« 
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tércnresde  nombres  :1a  première  comprend 
les  nombres  qui  font  divKibles  par  3  ,  & 
j|u'on  peut  cxprimjer  paf  Id  formule  3 

La  féconde  cfpece  comprend  les  nom- 
|)rcs  qui  ,  divifés  par  3  ,  laiflent  t  de  reft^, 

qui  fonc  contenus  dans  lu  formule  3n-j-î. 

A  la  troificme  cfpece  appartiennent  les 
nombres ,  où  le  refidu  de  la  dîvifion  phf 
3cft  1,  &  qui  fc  reprcTcntent  par  Tcx- 
prcflion  générale  3/2-|-i. 

Or,  puil^uc  tous  les  nombres  font  con- 
tenus dans  ces  trois  formules  ,  confiderons- 
en  les  quarres.  D'abord  ,  s'il  s'agit  d'un 
nombre  qui  loit  compris  dans  la  formule 
.3/2 ,  nous  voyons  que  le  quarrc  de  cette 
quantité  étant  9;?/? ,  il  elt  divifibîc  non-fcu- 
.lement  par  3  ,  mais  auffi  par  9. 

Que  file  nombre  donné  efl  compris  dans 

la  formule  3^-}-i  ,  on  a  le  quarré  ^nn 

'^6ri^i  y  qui,  divifé  par  3  ,  donne  3W/1 

^2/2  avec  le  réfidu  r  ,  &c  qui  par  confé- 

quent  appartient  de  même  à  la  féconde 

vcfpccc  jR-^-i. 

Enfin  ,  fi  le  nombre  en  queflion  eft 

compris 
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compris  dans  la  fofmulc  ^/z-^i  ,  on  a  à 
confidéref  le  quarrc  ^nn-j-iin^:^  ;  l'i  on 
fc'divilcpar3  ,  on  trouve  3^2//-j-4//-|- 1 
&  r  de  relèe  ;  de  forte  que  ce  quarrd  ap- 
partieûc  ,  ainli  que  le  précèdent,  à  TeTpece 

clair  par-là  que  les  nombres quarre's 
en  général  ne  font  que  de  deux  efp "crs 
relativement  au  divilcur  3;  car  ,  ou  ils  Umt 
divifibles  pur  3  ,  6c  dans  ce  cas  ils  font  né- 
c  ^  iremcnt  auiîi  divifibles  par  9;  ou  bien 
ils- ne  font  point  divifibles  par  ^  ,  &c  dgns 
ce  cas  il  y  aura  toujours  i  de  réfi  Ju  &  ja- 
milisi^Fi^rcetce  raifon  aucun  nombre  con- 
tenu dans  la  formule  3^-f-i,  ne  peut  être 
un  qùarré. 

66. 

Il  nous  eft  facile  ,  ^u  moyen  de  ce  que 
nous  venons  de  dire  ,  de  faire  voir  que  la 
formule  3xx-|-x  nepeut jamaisdevenirun 
quarré  ,  quelque  nombre  entier  ou  frac- 
tionnaire ou'on  veuille  fubfticuer  à  x.  Car 
fi  X  eft  un  nombre  entier ,  Se  qu'on  divifp 
'JTome  11^  F      •  ^ 
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<  I 


•   •  • 


r 
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la  formule  3xx4-i  par  3  ,  il  reftc  x  ;  donc 
clic  ne  peut  être  un  quarré.  Enfuitc  fi  x 
cft  une  fraâion  ,  nous  ^exprimerons  par 
7,  &:  nous  fuppofcrons  qu'elle  eft  déjà  ré- 
duite à  (es  moindres  termes  que  r  &iu 
n^onc  d'autre  commun  divifeur  que  i.  Afin 
donc  que^,"»^!  f  ut  un  quarrd  ,  il  faudrait , 
en  multipliant  par  uu  y  que  3  fr-j-2w«  fût 
de  même  un  quarrd  ;  oc  cVd:  ce  qui  ne  fe 
peut  ;  car  remarquons  que  le  nombre  u 
cft  divifible  par  3  ,  ou  qu'il  ne  Peft  pas 
s'il  Teît ,  t  ne  le  fera  pas  ^  parce  que  t  Scu 
n'ont  pas  de  commun  divileur  ;  c'c  our- 
quoi  ,  fi  on  fait:/=r3^\  comme  la  formule 
devient  —  yi  -j-  i^//",  on  voit  bien  qu'en 
ne  peut  W  divifcr  par  3  qu'une  foisSc  pas> 
davantage  ,  comme  il  faudroic  pouvoir  le 
faire  fi  clic  étoicun  quârré  ,*  en  effet  ^  en 
divifant  d'abord  par  3  ,  on  a  tt-\-Gf},  Or 
fi  d'un  côté  6  ff  cli  divifible  par  3  ,  de 
l'autre  tt  étant  divifé  par  3,  laifl'e  i  de 
rcile.  Suppolons  à  préfcnt  que  u  ne  iuii  pas 
divifible  par  3  ,  &  voyons  ce  qui  reftei 
Puilquele^remier  tcrmecft  divUiblcpar  3, 
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ÎÎVûgira  uniquement  de  lavoir  que'  Tidu 
lionne  le  Iccond  tôrfive*  x^///.  Or  nu  étant 
divifc  par  3  ,  donne  le  rcde  i ,  c'eLi-a-dire 
.que  c'ett  un  fiombre  de  refpecc  ; 
ainli  xuuqH  un  nombre  de  rcfpece  ô/i-j^z^ 
&  en  le  divifant  par  3  il  laiiTc  1  de  rcftc  ; 
fêv  coniequenc  notre  formule  ^tt-^-iuu  , 
a  on  la  divilc  piir  3  ,  donne  le  réliJu  x  ,^ 
&c n'cttc.ctcaiuLnicnr  p-ib uanombrc  quarré. 

67. 

On  peut  démontrer  de  la  rpt'mc  ma- 
nîcre,que pareillemei^t  la  formj.ile  ^tt+  ^uu 
ne  peut  jamais  être  un  quarré  ,  ni  mêmé 
'fliicune  des  formules  fuivanres  :  "^tt-^^uu  , 
3fr-|-  iiuu  ^  3^-}-  14^^/ ,  où  les  nombres 
5,8,11,14,  &c.  divifés  par  3,  donncné 
1  pour  rcfidu.  Car  fi  Ton  fuppofc  que  u 
foit  divifible  par  3  ,  &  que  par  cunicqucnc 
t  ne  le  foit  pas  ,  &  qa'on  fafî'e  =  •?  on 
parviendra  toujours  à  des  formules  divi- 
liblespar  3  ,  mais  non  pas  divlfiblcsparc;. 
Et  liu  n'eftpasdivifible  par  3,  &  parcon- 
féquent  que  uu  Ibit  un  uo^iibre  deJjJefpcCQ^ 


E  M  E  N  ^ 

•  Jn-^i  ,  on  auroic  le  premier  terme,  3/^,' 
divifiblc  par  3,  caiïdis  que  les  féconds, 5  ww, 
^uu  ,  1  luuy^c.  aurpienc  les  formes  1 5/z-f-5, 
•a4;:-j-î^j^3//-j-ii  ,  Sec.  &  laifleroienc 

^onfiammeiïc  z  de  rettc  ,  quand  on  les  di- 
tiferoic  par  3.  *  • 

'  Il  eft  évident  que  cette  remarque  s'é- 
'tend  même  jufqu'à  la  formule  gdnerale3^^ 
•-j-(  3/7-[-i).  nu  y  laquelle  en  effet  ne  peut 
Jamais  devenir  unquarrc,  &c  pas  même  en 
prcniint  pour  n  des  nombres  négatifs.  Si 
on  vouloit ,  par  exemple  ,  faire  //= — i  , 
je  dis  qu'il  eft  impoflible  que*ta  formule 
^tt — wty  puiflç  devenir  i^n  quarrd  ;  la  chofc. 
eft  claire  ,  fi  u  efl  divifiblc  par  3  ;  &  fi  cela 
n'efl  pas  ,  comme  dans  ce  cas  uu  eft  un 
nombre  de  Pcfpccc  3^^-{-i ,  notre  formule 
devient      — 3/2 — i  ,  ce  qui ,  étant  divifd 
par  3  ,  donne  le  réfidu      i  ou  -j-  2  ,  en 
augmentant  de  3.  En  général  que  n  foit 
=— ;7?,onaura  la  formule  3^:—^ ^'7? — *z)'.iu, 
^ui  ne  peut  jamais  devenir  un  quatre. 
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e  ^  Yoiià  jufqu^où  nous  coad^r  ia  cqpikié* 
•  Yacion  du  dififeur  3  ;  fi  nom  rct;ardon# 
BiftinrfînBCt  auiii  4  comme  -uo  ^iviicur^ 

jpous  voyons  cju'un  nombre  tjiîclcouquc  cli 
muîoiirs  compris  déns  une  des  quatre 

^nulcs  luivanccs  :.       .  ^ 

♦ 

Le  quarré  de  là  premiers:  cLp  .cc  egs 
divifible  par  16, 

T K/î f7-|^»r<||jL^^t n Cr  en  le  t^viianc  par  8 
îl  donne         rettc  ;  de  forcé^qu'ii  »ppar<* 
fienç  à  Ja  formule  8r/-|-i,  .  ^ 

.  Le  4Marrévdeia^aroi^fDOerpece,4v-^x^ 
wjk^énn  -j-.  16^7^4  ;  fi  on  divife  par  i6  , 
&  4  ;  d<ilic  e£  i|oarrdeft compris  dans" 
la  formule  i6n  -|-*.4.  Enfin  le^quarré  de  la 
<juârricme  efpece  ^n-j^jy  étant  tôhnr^i^ 
^^jj^oa  voie  qu'eUîtivUjanc  par  S  il  relie  i^^ 

TE*  * 


Nous  apprenons  par-ià ,  en  preinier  iieii| 

fjuc  rous  les  nombres  quarres  pairs  font 

OU  de  i|L  forme       y  ou  Ae  cellc-^té^ 

'^4»v;ôc  conléqucmmcfit  que  touces  lesau-^ 
trcsi  formules  paires  ^  fatroir  léil 

'*^i4  ,nc  peuvent  jamais  devènir  des  boni-* 

bres  uuarr^'s.  '  ^  '  ' 

'        .  .1 

•  Ëtafufce^  que  tous  ksquafr<fsinipairsfeiri^ 

contenus  dans  la  feule  formule  8«  -j-  i-; 
é^eft-à'dîf  c  q«c  fi  cAi  les'divWe  8  ,  ils 
IsdÛcui  I  de  rëiidu.  Kc  ii  ikic  ikia  quc^ou^ 
les  autres  no'mbrcs  inipairt  ,  qut  auront  la 
forme  ou  de  811^5.  >  pu  8/1^  5  ^  ou 
dei8rz-j-7  ,  ne  pounonc  jamais  ^tre  des 
quarféti.  '         V -'^ 

71.  •/    *  ^  t 

ll  Ces  principes  fgurniiTcnt  une  ftouvei]« 
preuve  que  la  formula  ^'^tt-^zuu  nç  pcuç 
être  un  quarré.  Car ,  ou  les  deux  nombres 

t  ^uxQïii  iaxpairs,  ou  Tua  cil  pair  ^TaucrQ 
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xi*  A  i  &  &  &  1^  ?7 
eft-  «Bjxùf.  Ils  ne -peuvent  ccre  ^iicsTui» 
;|;-pâutre  ,  farce  que  "fi  «eU  émt_^  ils  »u- 

le  pren^er^  doKî^,  où  tant  /r  que  va 

fcor  compris -dans  Uilortnulc  8  n  +  i  ,  le 
premier  têt»?.?  «  ^«nt  divifé  par^, ,  l»if- 
iÀotc  le réfidu  3 ,  &. l'autre ,termc ,.%uu-^. 
Jaiflcroiti  ;  àipfi  I*  réfidu  «pt^î  ferov 
Itjgofi  U  fetmv^cp  queftion  ne  peut  êcre 
un  quarré.  Mais  fi  le  fécond  cas  a  lieu  , 
'  ^  (^e  t  foit*piUF.&.."  incyp^ir  ,  le  premier 
,  terme  3  fi  fera  divifible  par 4.,  âc  lèyr(MA>D4 
'  term.e  ^«t,  û  oa  le  divi(ep4r,4  ,  lailîcr^ 
n  -de  rcftc  jainfi  les  deux  termj»  epfemble, 
divifés  par  4  ,  laifleoç  x.-  de  rcitc  ^  ôc  ne. 
peu  vent  par  toi^^"^  q'-ent  fér?]Mr  iin  qttarrrf.. 
Enfin,  û  on-VOi4pi5fuppofer  u  uaoombj| 

«ur  =!=        ôt  ^.^P-?'''  '  ^l"** 
Ip^n  +  I  iiÊt^e4>r^u^e^■echangeroitca 

-|plle-ci.a,4«  +  3  +  8/7,  qui,diviféepar8. 

l^aifTc  3  v&  ne  peut  donc^treun  ^ijarri?. 

■  •■■'.<^çtte,dcmonftcatiçiv .  »'!^cïk.4..rf.  à  la. 
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0' 

à  celle- çi,(8/n  +  'j)tt + Qin.+  a*^i/ ,  ow  l'oij 
peut  fubftkuer  à  m-ôc  à  n  ttgf^es  nomi>rc«- 

Mais  allons  plus  loin  &  confi^érons  ie 
divtfeur  ^  ,  à  l^égard  duquel  tous  Ics  nQin-' 
bres  fe  rangent  en.  cinq.  cblFcs  : 
I.)  5  (2, 1 1 .);^n  +  I ,  i  ï  I Ô  5   -f  ^  ^  I V.)  S  ^  +  3> 

Nous  remarquerons  d^abord  que  fi  un 
nombre  tlï  de  la  première  efpece  >  fôa 
quarrcaLia  la  forme  l'^nn^&c  fera  par  con- 
séquent divtliblçtion-feulcmenc  par  5 ,  mais 
au^îipar^5• 

^  Tout  nombre  de  la  féconde  clalTe  aura 

W  quarxc  de  la  forme         +      +  i  ; 

comme  la  divifi'on  p^  '5  donne  te  ré^' 
£du  X  y  cç  quarFC  fera  compris  dans  Ia.i:oih 
frmle  ^n+i.  '\r  ^" 

Les  nombres  de  ia  croiliemc  cfpjcce  au^.  - 
V8nt  !e  quarrë  25  nn  +  ron  +  4,  quf,  divifi^ 
jpar  5  ^  donne  4  de  relit ^ 

^uarré  d'ua  nombre  de  la  q^uatriQm^ 
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^fpccïfe  eft  25  /7/7-[-5'o/?'^9  ;{î  on  fe  divifi» 
fj^r  5  ,  il  rcûe  4, 

Enfin  le 'qiiajTé^  d'un  nombre  de  lacio-t 
quieme  clafTe  eft  %'^nn'Y^on^i6  ;  qu'on 
divife  ce  quarré  p;ir  5.,  il  reClcra  i.  .  « 
•  Lors  donc  qu'un  nombre  quarré  ne  peut 
erre  divife'  par  5  ,  le  réfidu  de  la  divifion 
fera  toujours  i  ou  4  f  &  jamais  l  ou  3  ;  & 
il  s'enfuit  qu'aucun  quarrénc  peut  être  coa*» 
tenu  dans  le^  formules  5n-4-x  &  5^-1-4, 

*- 

•  73.. 

•  Nous /partirons  dcfa  pour  prouver  quo 
Fiî  b  formulé  5  tt^xuu  ,  ni  ccllc-ci ,  5  tt 
-[-3r///,  ne  peuvent  être  des  quarrc^.  Car, 
ou  bien  u  eft  divifible  par  «j ,  ou  il  ne  l*eff 
pas  ;  dans  le  premier  cas  ces  formules  fe- 
ront divilibles  par  5 ,  rnal's  cllfes  ne  le  feront 
pas  par  2«{  ;  ^jonc  elles  ne  pourront  être 
des  quarrés.  Sî  ,  au  Contraire  ,  u  n'eft  pas. 
divifible  par  5  ,  uu  fera  ou  5  n-^i  ,  ou  5/} 
i<-|-4  ;  &  dansie  premier  de  ces  cas  la  pre-^ 
miere  formule  fe  change  en  celle-ci  y  ^  tt 
r^iQnr^-i  y  qui ,  divilec  par  5  ,  laiflTe  %  do 


Feftc  ,  &  la  féconde  formule  devi^r\|  5 
4*  M  ^'"4"  3  >  ctanc  divifé  par  5^^ 

donne  3  de  rcfte  ,  de  force  que  ni  Punc  ,  m 
l'autre  ne  peuvent  ctre  un  qnarrë  ;  quant 
au  cas  de  wzyî=^^-{-4,  la  première"  for- 
mule devient  5rr-^io«-j-8 ,  ce  qui ,  divifé 
par  5  ,  laifle3  ;  &c  Taittre  devient  5r/+i5  rr 
+  12  ,  ce  qui ,  divifc  par  5  ,  iaiffei  ;  ainfî 
dans  ce  cas  les  d^ux  formules  ne  peuvent 
pas  non  plus  être  des  quarrés.  *  •*  . 

On  obfervcra,par  un  raifonncmert  fem- 
blable,  queni  la  formule  Jtt-^  {yn-\^%yiu, 
m  celte  autre,  $^^-|-(5/'4-'3)^''^  i  peu- 
vent devenir  des  quartés  ,  puilqu'on  par- 
vient aux  mêaics  rcfidus  que  nous  venons 
de  trouver.  On  pourroit  mênic-dcnre  dans  a 
le  premier  terme  5  mrfaulieu  cie«;ff,pour-» , 
vu  que  m  ne  foie  pas  divifiblc  par  5. 

De  ce  que  tous  les  quarrc's  p^îrs  fol^t 
compris  dans  la  formule  &  tous  le^ 

quarrés  impairs  dans  la  formule  4  7/  +  1,  5c- 
que  par  confc^'quent  ni  4^  +  2  ,  ni     +  3  • 
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m  peuvent  devenir  des^^^arVés ,  îlvVeofuit 

que  k  ébrmule  générale  <^4/»^3.)rf-|-(4a 
rf-3)  uu  ne  pèuc  jamais  êtrç  un  i}Uârr^.  Caff 
luppofons  que  t  foie  pair  ^  poucra  àcrjo 
divifé  par  4 ,  5c  Tautre  terme  étant  divifé 
par  4 ,  donaera  3  de  refte  ;  |c  fi  ooun  Tupi- 
pofoiis  les  deux  noaibicj)  l  &i  u .impairs  , 

les  rettes  àett  &c  de  uu  ferocic  i  ,  &  -par 

confcc^iicai  !c  ixiiùu  de  la  iormulc  ciUiLTc, 
feraa  ;  or  il  n'eLl  aacaa  ooffiju-e  quarr<i  ^m, 

divifc  par  4,  laide  z  tic  rcilc, 

peuvent  me  me  être  prfs  négfariv  cnicnt 
bu  :±=:o ,  &t  qùNi  s'enfuie  îfue  fés.ibrmoieft 
3f^-J-3ww  ôc  3ff — ^^3ww.ne  peritipnc  pas  non 
ptus  fe^  transformer  en  qoartéb 

'  ï>6  mtttkiÊt  (tpte  nous  avons  tro.utë  popr 

un-petic nombre  de  divifcurs,  que  quelques 

efpeces  de  nonibre^n»peQirenciaciiaîfide<«' 

yeiûr  des  quarres,  on  pourroic  ddtecmiaer 

ic  pareilles  cfpeces  dé  nombres  ponr  couf  " 
.les  nMxcs  diviicurs. 


QuUl»  s^agifTe  du  diviTeur  ^  ,  Cfn  aura  ài 
diiliagucr  fept  différeotes  elpoccs  de  nom- 
inal y  donc  tioiis  ezdmiaéri9«^  auffi  '  les 
quarrés.' 


^Efpeces  des 
Noiftbrcs, 


7/2 

II.  ^n-Yi  u 

•IV.  7«+3:l 
V.  7/^-1-4 

"Vf.  7  ^-^5 
.Vil,  ^n^6 


Leurs  Quarres  foac  de 
î^efpece , 


^^an  7/1 

49'z/2  +  i8/7-|-  4  7^+4 

45/1/2  4- 70^  Ht  2.1.5  7j?^-4 
4^/1114-84/2  4-36.  7>i+*. 

Fuis  donc  que  les  quarrés  qgi  ne  fonc^ 
'  fias  diyifibkB$  par  7  ^  fonic  cous  ponfenuo 

daps  les  crois  turjaiules^  7^"i^.^  i  7'^^"\>  ?/< 
-|-4,  f)  eft^clair  quie  les  trois  autres  for- 
mules ,  7«-|"3  >  7^^*j"«î»&^  7/2-j-6 ,  ne  s'ac.->' 
cordent       avec  la  fliargire  ijes.  aomhres. 

Peut  entrer  encore  mîeut  d^ns  fé  fetM^ 
de  çQCce  conclulioa  n  on  remarquera  qu^ 


Jt  4  ^  9  M. 

la  4orfûm  efp^ce  jn^6  ,  pieutapCl  fcx^ 

primer  par  7/2 — i  ;  que  pareillement  W 
formule 7^4- 5  eft  U  même.qud  jn — 
fie  7/24--!  ^  la  même  que  7«— 3,  Car, 
pofé  ^  il  eft  évident  que  les  quarrés  des 

deux  efpeces,  7^ H"  ^ ^  7^ —  ^1  fi  on  iç$ 
dmfc  par  7 ,  donneront  le  même  réfidu  i  ; 
fie  que  les  quarrés  des  deux  elpeces ,  7/z4*x 

de  jn — 2  ,  doivent  fc  relfcmblcr  de^U 

...  •^i 

même  manière. 

77.  ■ 


vifeur ,  ,que  nou5  iiidiqujcrons  par  la  Jetcrc 

4^  les  diff^eoces  ei^eces  dis  tu^nibres  qui 

•    4^11 — î  ,  Jn  —  1,  3,fiçc. 

Qii  les  quarç^  de  ^/z**^  i  &c  dti — i  ,ont  cela 
^  comiAun  ,  qu'étant  diyifés  par    -,  il*, 
llââeoc  le  r^ite  i ,  dp  iuric  iju'ils  ^pparr 
tiennent  à  la  même  formule  ^îrf  ^-  i  ;  de 
st|me  les  quarrés  des  deiix  ^p^$  <i«  -|r  â.. 


94        '  9  t  Ê  ^  i  ^  ^ 

sippatttiBoneDt  à4a  iftème  ^r-^ 

i^uulc  (Jn-^/^.  De  façon  qy'on  peut  conclure 
eo  général  <}ue'Ies  quarrés  «ctes  d^tnt  «f-*' 
fcccs y  dn a  &,  du — a,  etauc  divifes  par 
i/^  donnent  xîià'itième  rélidu  aa,  ouccttki 
Ijui  rcâe ,  êa  divifanc  aa  par  d^- 

78.        :  .  \ 

Ces  remarques  fuffifcnt  pour  indiquer  UQft 
infinité  deibrmules^tellesque  arr+i^z/^/^qot 
ne  peuvent  en  aucune 'manière  devenir  des 
qîQarrés.  CcVt  ainfi'que  iib  divifeur  f  donne 
facilement  à  coun<èitre  qu'aucune  -de  ces 
Crois  formules, ''}n+^uu,'jtt'^^my'jU'\-6ûu , 
ne  peut  devenir  un  qiiari€  ^  parce  '  que 
divifion  de  u  par  7  ne  duane  pour  rélidu 
que  1 9  ou  2^  ou  4  ;  &  que  dans  la  pœtniere 
de  CCS  formules  il  refte  ou  3,  ou  6,  ou  5  , 
dans  \k  féconde,  5-^  3  &  &  dans  Ik 
troificme,  6,  ou  5  ,  ou  3  ,  ce  qui  ne  peu» 

a^ir  lieadans  des  quarrés.  Lors  donc  t^cm 

reucoiurc  uc  pareilles  foruiulci),  un  ell  fuf 

qu^on  feroit  des  eUbrts  inutiles  çn  cbercbapt 

à  devuÀcrc^ucl(^ueQasoùellci»d4.v:KuJiuiLUt 
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des  quarrds,  Ce  c^cft  pour<{uoi  les  confiJé^ 
Tarions  dans  Icfquollcs  nous  venons  d'enDrer, 
ne  laiflcnc  pas  d'être  importantes. 

Si ,  au  contraire /une  f  ormule  propofée 
n'eft  pas  de  cett^  nature  ,  noiis  avons  vu 
dans  le  Chapitre  précédent  qu'il  luffit  de 
trouver  un  feul  cas  où  elle  devient  un 
quarré,  pour  être  en  état  de  déduire  de 
ce  cas  une  infinité  d'autres  cas  pareils^ 

La  formule  propotcc  étoit  proprement 
axx     b  ,  &c  comme  on  trouve  ordinaire- 
ment pour  X  des  fradions,  nous  avions  fup- 
po{éx=~,  cnforte qu'il  s'agifToit  de  trans-  • 
,  former  en  unquarr^la  formule  att^buu. 

Mais  il  ne  laiflc  pas  d'y  avoir  louvcnt 

.une  infinité  de  cas  où  x  peut  même  ctrc 

affigné  en  nombres  entiers  ,  &  c'ctt  de  là 

détermination  de  ces  cas  que  nous  nous 
oçcupcjrons  dans  le  Chapitre  fuivaut. 


_i  ■ 

.      CHAPITRE   Y  L 

axx  4r  b  devient  wi  quarré,  ,  »  • 


.  .  79-   ••     .  .. 

N  o  u  S  avons  déjà  fait  voir  plus  hMi 
conuqeaj;  on  doic  ^a^bmer  dçs  iojrmiH  • 
ies  telles  'Cjuc  a^^bx^cxx  y  fi  on  venfCfl 
fecraocher  le.  Tecofid  terme  sàûCx  li^otts 
n^éccndrons  qu'à  la  formule  axx  +  b  lcs  rc-> 
cberches  pr^feotes  ,  où  il  s'^gira-dc  croitvéf 
pour  X  unlqiiemenc  des  nombres  entiers  , 
.qui  puifleoc  transforme^  oettt  formule  ea 
un  quarré.  Or  il  faut  ,.^va'nt  coûtes  çjiofes,  v. 
qu\inè  tellçforjnuleibie  poiiible;  car  fi  cUp 
lie  Teft  pas,  on  ne  trouvera  pas  même  pour 
*  X  des  valeurs  fcaâionoaires ,  bien  loin  du 
pouvoir  trouver  des  nombres  entiers, 

'  *  '  >%- 

'  •   Qu'on  fuppofé  donc  axx-^l>=yy  »  ou 


.  1 
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&  y  doivent- être  de  même  des  nombres, 


entiers. 


^^^^ 

Oril  lfîbfolumcnt  nc^ceflliireiciquodi  ^ 
facbc  ,  ou  qu'on  ait  déjà  trouvé  un  cas  eiK  -  . 
.  nombres  entîers  ,  fans  quoi  ce  fcruit  un»  *  ' 

pemc  perdue  de  chercher  d'antres  cas  fcn/ 
Wablcs ,  puifqu'il  fc  pourroit  que  la  formule*, 
•  i«£.impo/IibIe.  ^ 

Amfi  nous  fuppofcrons  que  cette  for- 
mule devienne  un  quarrc  ,  fi  l'on  hkx=f^ 
§c  nous  indiquerons  ce  quarré  par  ro-  en 
•  ^tc  que  aff-^ù=a.^  où  fôc  g  font  des. 
nombres  connus.  Tout  fe  réduit  donc  à  • 
^     Aéduire  de  ce  cas  d'autres  cas  femblabics  -         .  ■ 
&  cette  recherche  cft  d'autant  plus,n,p„r-        '  %  \ 
>>  tante  ,  qu  elle  eft  fujctte  à  des  difficultés 
.  confidérabics  ,  que  nous  viendrons  ccpcn-     M..  '  ^ 
dant  i  bout  de  furmonter  par  les  artifices  * 
qu'on  verra.  "'••^i^. 

ru.fqu'pri  a  dcjA  uowéafM  =  r .  1t'    '  " 

•    qi^ed'ai!leursil£u,tauffique^^x+/,  =  ;v^ir'  ' 
fouftrayons  la  première  équation  de  la  fc  '  Hl    i  L 
t  Tome  II,  •*«-»  ..  ^jSL*  *^ 


ù 


nous  en  ciuror     ne  n 
^  lll^        axx — :iff—yy — -gs^  ,  qui  peut  Te  reprc- 

fenrcr  par      i>  faétcurs  de  la  manière  fui- 

&  qui  en  mukiplianr  de  plus  les  deux  mem- 
bres par  i>(j  ,  .devient  apq  (  v-j-y)  (  /) 
<^ri/(y-|-^')(  J  —  S"  )•     ï^t^us  décompo- 
^  ^       fons  feointenanc  cette  équation  ,  en  fiiifant 

=-/î(y — )  ,  nous  pourront  tirer  de  cës/^ 
.       deux  L  ,  des  valeurs  des  deux  lettres 

x&cy,  La  ()reniicre  ,.diviice  par  q  ,  donne 

,  ..    .onde  ,  di\'i!ce  par/? , 
donne  y — ^=^-~^^  ;  fouftrayant  cecce  der- 
nière ^rralicÊ;  de  Tautrc  ,  on  a  20^ 
==-  ou  zpqs={app—qcj)x 

^  J^^^  ^  par-là  on  obtient  3^=  o^-j--—-^ 
.  — t        — Et  comme  daRScfc.Lw  Jcr-i 

M  nicre  valeur  les  d        premiers  termes  , 

*  f  contenant  tous  deux  la  lettre  ^7  ,  peuvent 

être  mis  fous  la  forme       ^  ,  Se  que  les 
•        deux  autres  termes ,  concenantla  lettre  f\ 

~  -      •        ■  <         i  ... 


Vi 
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d^îmcr  par  -^-J^fk  ;,  tous  les 
terme»  feront  réduits  à  la  même  dcnomî* 
hatibn ,  &  on  aura  y  =  ^-^^  a 

Si.  ^ 

Ceprocéddfcmble  d'abord  ne  pointcon-  ^ 
venir  à  notre  but ,  puifque  devant  trouve^ 
pourjc&  pour  y  desnombres  entiers, nouV 
fommes  parvenus  à  des  réfultats  FraSion-J 
flaires  ,  &  qu'il  s'agirôit  de  traiter  cette 
nouvelle  queltion  ,  quels  nombre^»  on  peii 
fubrtitucr  2  p  ôc  a  c/  pour  que  les  fraifrions 
dirparoîflcnt  ?  quefh'on  qui  p^iou  plus  dit 
ficifc  encore  que  notre  quefh'on  principnle? 
Mais  on  peur  employer  ici  un  artifice  par^ 
tîcuiicr  ,  qui  nous  fera  parvenir  ..i ..ni 
au  but  ;  riou<  aliuus  i  explique  r  : 

Comme  tout  doit  être  exprime  en  nnn-. 
bres  entiers,  failcns  '  =rn  ,  &  -  ol, 
=  ^  ,  pour  avoir  x  =  A7a — mf,  &i  y^  n^ 

Or  nous  ne  pouvons  nnc:  nrendrc  ici  m  &i. 


nk  volonté fpuifq 
déceraiiner  de  façon  a4;cpQji.. 


IÇO  E  L  é  M    ]3(  ^  s  ^ 

mwiacifM:iSiprëcdJ€jPir€s.;  airifi  nous  conliv,c^ 

rcion-  ,    Lir  Ce ,     /-  c  Icurs.quarrcs ,  &:  i 

/7(7p*-4-i  u'    /;  i/~f~V* 
verrons  que  mn.-==—-^  i 

<    .  -, 

êa  nn:=:  — -j&quepar 

con  f  equ  e  n  c        — a  n  u 

I   a p^ -ir  1  i'.  py  ':~\-n^ — \^PPi^ 

ûû  p*  — 'la  p  f  (j  q-\- 

^»   ajp  —Ljpp:jq-\--q' 

^  On  \u.L  p^ir-Ià  que  les  deux  liumoics 
m  âc  n  cnrêtre  ccis  que  nim:=:<inn-^Î4 
Ainli ,  comme  a  clt  un  nombre  connu  ,  il 
faudra  cotnmcîicrr  rnr(ongcr  aux  movrn? 
i(i[|||||ije  decen  ur  n  .un  iK>nibrc  '      :r  , 

tel  que  i:nri  -\- 1  dcvic?mc  nn  quarrd  ;  car 
•  Hprcs     '   m  fera  la  ràciue  de  ce  Quarré  ; 

^^^^          détermine;  pareillement 
le  nombre/',  de  manière       ûf-f -^I)  dc^ 
4t  vienne  un  quarré,  jTavoir  -   ,      aura  pour  « 
xCkpouî      ^valeurs  fu.         canombrci  ^ 


entiers  ,  x=ni^ — mf  6c  }=fng — ^^f,  &^ 
enfin  par  là  axx'-h  l>=yy, 

•^^^J  efl  évident:  qu'nyanr  une  fois  trouvé*  ' 
VI  &c  n  y  on  peut  écrire  a  leur  pllcc  — r?i 
fie —  n  ,  parce  que  le  quarrd  nn  ne  lailTe 
p^s  de  rcUer  le  mCmc. 

« 

Mais  nous  avons  fait  entendre  que  poiwr  ^  • 
trouver  x'  Sc  yen  nombres  entiers,  ie  ma- 
nière que  ûxx-^hzrzyy ,  il  f alloic  d'abord 
connoître  un  cns  ,  tel  que  ùfJ-\-i=gg  ; 
Jors  donc  qu'on  aura  trouve' on  i  '^'^!ab!e 
ca«,il  faudra  ncoredcconi  le, 

outre  le  nombre,  a  ,  des  valeurs  de  m  &c 
dc^  n  y  te' les  que  tf;/r?-^i=  mm  ,  s 
en  Qonnncrons  la  mcchodc  dans  la  iuitc'*^ 
Quand  enfin  tour  cela  Icra  hit  y  on  aura  ^ 
un  nouveau  cas  ^  lavoir  ^  =://gf-]-/7?/ ,  &  y 
Tzszmtj^-^njf  y  &c  après  cela  o.vA-j^.         ,  ^ 

Mettant  enfuitc  ce  nouveau         a  !a  • 
place  du  précèdent  ,  qu'on  avoir  r-*^arde 
comme  connu  ;  cVft-a-dire  ,  écrivant  /.;; 
•^////an  lieu  dry*,  <St  n^-  ~f-.".//  au  Iku  uC  i; , 


lOZ     ^      ;E  L   E   M   E   N  s        m'  ■  . 

1^  aura  pour  x  &  y  de  nouvelles  valcurs'<^,'. 

par  Icrfquclles  ,  fi  on  les  litMlitue  à  :c  &  à 
,on  en  trouTc  cnfuire  d'autres  nouvelles , 
&  ninfi  de  fuite  auffi  loin  qu'on  voudra  ;  ^ 
de  forte  qu'au  moyen  d'un  fcul  cas  qu'on 
iconnoifl'oit  d'abord  ,  on  en  uctcrminc  aprè^ 
cela  une  infinitd  d'autres. 

[     -    .  85. 

*  ...  La  manière  dont  nous  femmes  parvenus 

^     .         à  cette  folution  croit  n     .  cmbarrafide  ,  &: 
paroiffoit  d'abord  nous  cloi[jner  de  notre 
but  ,  puifqu'ellc  nous  avoit  conduits  à  des 
^^Iraclions  compliquées  qu^un  liaùrd  favo- . 
^.rable  a  f'-ul  pu  réduire  ;  il  fera  donc  à  pro-.. 
^  jios  d'uiuiquer  une  voie  plus  courte  ,  qui 

«      ^ponduit  à  la  même  folution. 

86. 

•  Puifqu'il  faut  que  <7xx-j-/'=yy  ,  &  que 

'  l'on  a  déjà  trouvé  aff-j-b  =     ^  la  première 
équation  nous  donne  è  =  yy — axx  ^  &.  la 
*     féconde  donne  b=:g^ — iff  ;  par  confé- 
quent  il  faut  aufli  que  yy — :ixxr=zgo-^ajj\ 
^        ,  &.  tout  fe  réduit  maintenant  à  déterminée 


s  • 


^     •  •  •    •  . 


4cs  inconnues  x&cy  par  le  moyen  des  quan- 
tires  connues / &c  On  voit  que  pour  cet 
:c  on  pourroic  faire  fimpltnienc  x—f 


^  =  1^'  ;  maison  voit  auflî  que  cette  fup; 
pofition  ne  four/)iroit  pis  iin  nouveau  cas 
outre  celui  qu'on  connoilloit  d'avance. 

Ainfi  nous  fupp  s  qu'on  :iit  deji 

rrouvd  pour  n  un  nnrnbrc  tel  que  ann 
foit  un  quarré  ou  bien  que  uim  -Y  i-^mm  ; 
(fc.cla  polé  ,  aous  avons  mm  —  annzmi.  ;  & 
en  multipliant  par  cette  cfquation  la  der- 
nière que  nous  avions  ci-(U  fîUs,  nons  rroiip 
vons  au/n  que  yy  —  a  xx  — (      —  <:/ /  ) 

-^-a  affflu,  wSuppofons  à  prdicnt  y  = 
afn ,  nous  aurons  g  g  m  ni"\-  ^  a  f  g  m  n 

-j-n a f fhn ,  ailles  termes  gf;mm  &  aafjnn  fe 
iJetruifent  ;  de  forte  o  u'il  refle  axx=:  jf/mni 
^  o  g  gnn-^x  a j  gin  II  y  QW  xx=fj  mm-y-g  grm 
-|-  ;  or  cette  formule  cl\  évidem- 

ment un  quarre,  &  donne  a=  m  \  gn  ,*  ainfi 
ous  avons  trouvé  pour  x  &c  y  les  mêrr*€S 
brmulcs  que  c -(î<  f]us,  G  jv 


•••• 


^7 


r 


Il  fera  nt^ccflaire  maintenant  de  rendra 
pcttfc  felution  plus  claire  ^  cn  rappliquant 
à  quelques  exemples. 

Première  quejlion.  Trouver  pour  x  four 
tes  les  valeurs  en  nombres  entiers  ,  telles 
que  zxx — I  devienne  un  quarrc,  ou  qu'on 

%XX — I^-yy. 
tj^ous  avons  ici  ^7  =  i&ô= — t  ,  &  51 
fe  préfente  auffi-tôc  un  cas  fatisfaifant ,  qui 
cft  celui  où  x^=z  I  &  y  '=  i.  Ce  cas  connu 
nous  donne/==i  ôc  g=i  ;  or  il  s'agit  de 
plus  de  déterminer  une  valeur  de  n ,  telle 
que  xnn-^i  devienne  un  quarrc  mm  ;  6c 
on  voit  d^abordauili  que  ce  cas  a  lieu  quand 
fî~z  ,  &  par  confcquent  ;  uiua 

çhaque  cas  connu  pour  /  &  ^  nous  donnant 
^s  nouveaux  cas  x—'^f-j-zg&c  y  —  ^g 
nous  tirons  de  la  première  (<  <m 
y=  1  &  g  =  I  ,  les  nouvelles  lulutions  luii 

vantes  : 

« 

•m 


5 

7 

41 

• 

• 

169 


»  -    •  » 


4^ 


A  L   G  E  B   R  ' 
88. 


I0|- 


SeconJe  queflion.  Trouver  tous  les  nom- 
bres triangulaires,  qui  font  en  mcmc- tempç . 
des  quarrés. 

Soic^la  raciiftjtrîancrulaire,  ce  fera  le  * 
toani;:.  v^qui  devra  être  en  môme-temps 
un  quarré  ;  &  fi  nous  nommons  x  la  ra-** 
cinc  de  ce  quarrc ,  il  faudra  que  ^xx^ 
Multiplions  par  8  ,  nous  aurons  4  7  r^^'^"" 
==3,vx;  &  ajoutons  encore  i  de  chaque'' 
cotd  ,  .pour  avoir  4^-;  ^^r^  j  — ^2..^ 
=8^jr+i.  Ainfî  la  queftion  eft  de  faire 
mx\  lorte  que  Sxx+i  devienne  un  quarré'; 
^jCar  frron  trouve  8,vx-f  i=ryj,  on  aura 
y  =i^-^i  ^  ^  confequcmmcnt  la  racinç' 
triano^ulairc  cherchée  ,  '  '* 

Or  nous  avons  /z=:8&Z»=i,  &  un 
cas  facisfailanc  faute  aux  yeux,  fa  voir /'rrro 
U  On  voie  de  plus  que  8;///-^-! 

=  mwi,  en  faifant  /?  =  c  &  m~r^  ;  donc  • 
'«^==3/-h^^J  =  3?+8/;  &  puifqiia- 
^rr^^y  iious  aurons  les  folutions  fuivantes^ 


xèS      ;  E 

z 

É  M  E 

w  ^ 

x=f=o 

I 

6 

3î 

io4 

J=g=I 

3 

17 

99 

577 

I 

8 

^49 

288 

33^3 

1681  j  &c. 


89. 


Troiff^tHe  qveflion,  Ul^ouvcr  tous  les 
nombres  pentagones  ,  qui  lonc  en  même 
temps  des  quar  rcs. 

Que  la  racine  foit  f  ,  le  pentnc^one  fera 
=  ~r^>  que  nous  égalerons  au  quarré  xx  ; 
ainli  3^^ — f=ixx   multipliant  par  11  2c 
ajoutant  l'unité,  nous  avons  36{{ — i  ^.^  4*' 
^spri^x.v^-  i  =  (6{ — I  y  ;  &  faifant  x^xx 
I  —yy  ,  il  faudra  que  y —  6^  —  i  ,  & 

*  Puilqu'ici  ^7=14  &:  1=  i  ,  on  connoit 
Je  cas /=o  &g=[  ;  &i  comme  il  faut 
que  24.r7/z-|- i=:7nm  ,  on  fera  /z=:i  ,  ce 
qui  donne  ;  ainfi  on  aura  .v=5/-|-g 

^(fc  j  =  5  cr      x^/',-  &:  non-feulemcnc  ^ 

^ç=:^  ,  mais  aufli  {  =  ^  ,  parce  qi^  To». 
peut  écrire  y=i — 5j'  delà  rcfultent  çnda 
Içs  folutiofls  fuivantes  ; 


2> 


Algèbre. 


107 


»  *=/=0 

I 

ÎO 

99 

5 

49 

4801 

1            6  —  , 

I 

1 

81 

Î4  ! 

£=^  =  0 

a 

"T 

-8 

*  t 

T  800  SCG, 

90, 


Quatrième  queftton.  Trouver  tous  les 
quarrés  en  nombres  entiers, qui ,  pris  fept 
fois  &c  augmentés  de  x  ^  redeviennent  des 
quarrds. 

On  demande  par  confcqucnt  que  ^xj^. 
2  —yy  ,  où  r7=7  6c  Z'^i  ;  ^Sc  Je  cas 
connu  combe  aufli-tôc  fous  les  fens  ,  c'cft-r 
à-dire  x=:  i  ;  de  forte  quex=/=  i,  & 
*y  =  3.  Si  Ton  confidere  enfuitc  l'cfquaa^ 
tion  jnn-^i^mm  ,  on  trouve  facilement 
??ufli  que  /z  =  3  &  m  —^  ;  doncx=8/ 

Yplutions  qui  fui  vent  : 


x  =  /=r 

"1 

45  ' 

4f 


id5 


> 

E  L  É  M  E  N  s' 


x=f=o 

I 

6 

35 

104' 

3 

99 

577 

I 

8 

[49 

288 

II 89 

1681 ,  &c, 


•  ■ 
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89. 


t 


4# 


Troifieme  qveflion.  Trouver  tous  les 
nombres  pentagones,  qui  Tonc  en  mcme 
temps  des  quarrds. 

Que  la  racine  foit  ^  ,  le  pentagone  fera 
w  .    — que  nous  égalerons  au  quarré  x'F; 
.*ainfi  3;^^— {=2XJc    multiphant  par  ïi  & 
^  ..J^  ajoutant  Tunité  y  nous  avons  36^ { — 1 1{+  i 
"5ç=;24^x4-  i=(6{ — I  y  ;  &:  hiifant  14.x;!: 
/     Jj.  I  =yy  ,  il  faudra  que  y  =  6:^ — •  i  >  &c 
^  — i±î  ^ 

'        Puirqu'ici  a=.zâ^  &  Z==:  i  ,  on  connoit 
le  cas  /=o  6i  g=i  ;  &  comme  il  faut 
'%que  24^^-^  i=7;2/7z ,  on  fera  11  =  1  ,  ce 

qui  donne  ^//=5  ;  ainfi  on  aura  x=^f-\'g 
ky==.^g^%^f;  &  non-(eulemcnc  ^ 
ç=:  ^  ,  mais  aufli  ^  =  ^  ,  parce  qi^  Poa* 
^.  peut  écrire  v=i — 6{  ;  delà  rcfultcnt  çnfia 
Içs  folutiofli)  luivances  ; 


•  •    -  r 


=/= 

I 

99] 

980 

=  I 

5 

4.801 

1 

81 

IL 

f — 

=o 

-8 
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Ç^uatricme  qmfiion^  ïrouvjcr  cous  les 
ijttirrës'cn  ncihibrës  entiers, quî ,  pris  fept 
i&is  &  augjctieacés  de  x  ^  re|i&>xwueac  dçi 
^arrds« 

Oa  dcmMii^  jM<r  cook^ucn^  que  yjM^, 

>rfr  2  ==JJ  f  où  ^1=7  £çjfz^z  ;  ^  le  ca5 
çoiipu.roflïtliar  iiiiliirç^fiBWleS'iaas  »  c'eft^ 

à'dir^c  x  =  I  ;  de  force  qj^  jç,=y  =  i,  £^ 

non  712/27^  i=:;72m  ^  oo  trouve  facilefneoc 
^ffi  que  ii^  3&  mrr^iS  ;^4bncx==:8/ 
+  3  g  &L  j=  8  g:  4-  il/,  &  ua  auf^l^ 
fplurvMis  qfii  («ivent  : 

.      .  ;»ïss/s=xrl  17 1  27»  1 


0 

91.  ' 

Cinquième  qpejliprti  Trouver  tous  les 

nombres  criangulaiicb  ,  t^ui  lune  en  mcaie 
temps  pentagones.  ^ 

Que  la  racine  du  triangle  foie  =  p  ôc 
pelle  du  pentagone  —  # ,  il  faudra  que  ^."^ 

3^j~q=PP'j^P  9  qu'o"  cher- 
iche  q  ,  on  aura  d'abord  qq=:  yq^j^-r^^ 

yr^'r^'YP-^^fii,  £ûr  confèrent  il  s^agie 
de  feire  en  forte  que  ixpp  izp  -[-i  de- 
t^bnne  un  quarré  ]  6c  même  en  ttbmbres 
enciers.  Or  comme  il  y  a  ici  un  terme 
inoyen^  iip,  ^  commencera  par  ftire  p 
n=:^,  au , moyen  de  quoi  on  auraii./7/r 
=  ^xjc— 6x &  1 1/?  =lSir  ~   /  par 

(Con(équentix/>/>-Mxp+i=  Jkx^x  ;  c'efè 
cette  dernière  quantité  préfentcmçnc  qu'il 
rit  queâion  de  transformer  enun-quarre\ 
.  hi  Jonc  on  fait  ^xx — zz=^yy  ,  on  aur4 
ff^^  ,écq:=''^i  aiuii  tout  dépend  d^ 
Iïjfprmulc3x^  — 2=yy,  &  on  aici^=^ 


• 

y 


Digitizc 


ï>^  A  L  Q  E  H  p.  E.  lO^ 

&i  h  ^  — 1  ;  "de  plus  un  cas  connu  .V  =/ 
=  i&  y  =  g^=i;  enHn  dans  Téquationk 
i72/72=3r2/2-|- 1 ,  on  a  n-=z  I  6c  m  =  1  ;  donc 
on  troiîve,tanr  pour  x  &c  y  que  pour p  &c  q, 
•les  valeurs  fuivanres  : 

D'abord  x  =  ^f-{'g  ,  &  y  =  1  g"  +  3  // 
cnfuicc  : 


X — f—i 

1 1 1 

4* 

19 

7» 

— G 

I 

5 

lO 

I 

I  > 
) 

1 1 

OU  ^  G 

-3 

-iî 

parce  qu'on  a  aulii  q——-, 

Julqu'a  prdfcnc ,  quand  la  formule  pro- 
'pofdc  concenoic  un  fécond  terme  ,  nous 
ifcions  obligés  de  ie  retrancher  ;  mais  on 
ne  lailFe  pas  de  pouvoir  appliquer  la  nié- 
rhode  que  nous  venons  de  donner,  fans 
:  faire  difparoîcre  cefecond  terme;  nous  al- 
lons encore  en  expliquer  la  mânicfe.  , 
Snic  axx-^bx-j-^c  la  formule  propofée 


^^^^      '  €   Z   M  U   s  0 

-V  ,  fans  avoir  l^infcrieure*  fous  les 
•  itrais  il  cil  facile  de  lever  cet  inconv.  .c 
ic  de  donner  un^  ..  ,  îion-fcuicmcnc 
pour  Trouver  la  luite  fupcricurc  (ans  con- 
aokre  rinfcricure  ,  n.di:^  auffi  pour  u^.^r- 
Uiii>er  ceîle-ci  lar>s  le  (ccours  de  Pautre. 

Il  faut  oblecvcr  que  les  nonibrc.  ^lîVn 
:peut  fubdicuer  à  .v  fc  (uivent  dans  uriecer- 
caine  progre/Ron,  rcUe  que  chaque  rcrmc% 
comme, par  ex.  E  ,  peut  '  iv 
'les  deux  termes  précédens  CôcD ,  lans  que 
Ton  foi t  obligé  de  icouriraux  termes  i? 
rieurs iifiCiS.  En  .piiilquc£=«5-t 
=/2  {mIi'^.2r:C)  -{-ni^ nJi  \^niC)=imnJi 
'^annC'^mmC  ,  &  que  nR—D — mC  , 
jon  trouve  E=imD — tnmC-YannC  ,  ou 
E=^mD — (mm — nnn)  C  ,  ou  enfin  E 
;  =:im/)— C  ,  à  eaufe  de  mm—i-mn-^i 
&  de  m  n — aan—i  ;  m         :nc  quoi  on 
^Tott  clairement  comment  chaque  terme  le 
détermine  par  les  deux  qui  fc  pi  icnr^ 
II  en  cft  de  même  à  Tcgard  de  la  lurtc 
inférieure  ;car  puifquc  T^=i'nS'^L7nD ,  &c 
Z)=/2 11-4-/72 C  5  on  a  T:=^^'nS  -^-aun  li. 


t 


^^mnC,  De  plus  S=  nR^a  n  C  ,  ainfi 
tinC=S~mK  ;  &  (i  Von  fubfticue  cctre 
valeur  de  anC  ,  il  vient  T=zmS-^R  ,  ce 

-^ui  prouve  que  !a  progreffion  inférieure 
♦nie  la  même  loi  ou  la  même  règle  que  la 
luptricure. 

Qu'on  cherche  ,  par  exemple  ,  tous  les 
nombres  entiers  a-,  tels  que  ix.v  —  i=vy. 
\)n  aura  d^abord  )—  i  g=  ^  ,  enfnire 
mm=,znn-\- 1  ,  li  &  ^=3.  Doue  , 

'î  ' 'lue  ^i=/z^+m/~5,  les  deux  premiers 
termes  feront  i  &  5  ,  &  on  trouvera  tous 

les  fuirans  par  la  formule  E=:6 D  C  • 

t'eft-à-dire  que  chaque  terme  pris  fix  fois 
^  diminué  du  terme  précèdent ,  donne  le 
terme  fuivant.  II  fuit  delà  que  les  nomhres 
X  que  ncîus  cherchons  ,  formeront  la  fuite 
||Ve  voiLi  :  ^ 

5,19,  169  ,985  ,  5741  ,  &c. 
Ou  peut  continuer  cette  progre/fion  aufïï 
loin  qu'on  veut  ;&  fi  Ton  vouloit  y  incrodui-f 
rc  aulfi  des  termes  fraaionn3ircs,on  en  trou^^' 
veroit  une  infini    ^  ir  la  méthode  que  noui^:  . 
avons  donnée  plus  haut.  ..         H  ij 

4 


r 

♦ 


C  H  A  P  I  T  R  E    V  I  I.  ^. 

j^^une  Méthode  p.iniculûrc ,  par  laquelle 

la  forfnuh  nnn  -^it/cfi   ^  larré 

'  t^n  nombres  entiers. 


96. 

E  que  nous  avons  cnfcignc  uans  le 
'Chapitre  prccddcnc  /  ne  peut  s^xe'cucer 
•^^une  manière  complette  ,  à  moin^  1 
^•rc  ioit'^n  érar  d'affigner  pour  un  nombre 
tjuclconquc  a  un  nombre  n  ^  x.-c\  ^uc  ann 
-[-I  iîevienne  un  quarré  ,  ou  qu'on  ait 

1= 


Qiin  — j-  1< 


:r^Si  on  vouloir  fc  conrenrcr  de  nombres 
^^^ffpus  5  ceccc  équation  leroit  t.  re- 
fondre, vu  q.i'o  1  n\i  .roît  c  —  r 
■         j  car  dans  cecte  luppoiuion  on  a/nwî 

i4'T+  ^'^^  I  l'on  neuc 

vîfet^rSncber  1  je  parc  &i  d'autre,  &:  0     '  r 
♦^.eniuirc  les  nutrci  termes  par  n  ,  de  force 
que  multipliancde  plus  p.ir  c 
"^^pq-^rnpp  —  anq^^ic  ccuc  équation  donnant 


w  ■ 


i?^  '*  '  'urniroic  une  infinir<?  de  va- 
leurs de  n.  M.iis  comme  n  *'^rc  être  un 
Doml-rc  cncicr  ,  c  chodc  ne  nous  ict^  \ 

viroir  rl-  rien  ,  .  .^i  enlpl'-^v^r 

une  toute  nurre  pour  an  !ver  à  notre  but, 

•  97- 

ivulib  u^v'ons  comujcucer  par  remarquer 
^nc  fi  on  vouloir  c\uc  cinn  -\-  i  fût  un  quarrë 
en  uomhres  entiers  pour  une  valeur  quel- 
conque de  fl  ,  on  exigeroit  une  chofe  qui 
h^cft  pas  toujours  poffiblc.  ^ 

t^nr  d'abon.ril  faut  exclure  tous  Ic^  cas 
a  feroic  un  no  nbre  nc^.^x^nf  ;  enfuite  il 

i   're  aufîi  ceux  où   fcroir  liii-méme 

un  !  rt;  ;  parce  qu'alors  a  n  n  icroic  un 
quarrc  ,  r<f  augm  de 

Punité  ,  ne  peut  rc       -nir  un  quarre  en 
rtombrcs  en'^Trrv'Noîi<;  femmes  oblig(5s  par 
conf  '      nt  de  reltreuuire  notre  formule*, 
de  mnnicrc  que  /?  ne  foit  ni  rtegarff  ni  xxtk 
?qu       ;  mais  au  refte  routes  les  fois  que/z 
Idl  un  nombre  pofitif  fans  être  un  quarré, 
^(eca^pffi^l^  dç^l.f:puvcr  pour  /?  un  n9ajbro 


r  t 


99- 

Soie  hvréfcnta^^    ^  qu  iP- 

^  '  s^ixgiV.  n  uii       rre  la  tur- 

ce  qui  do.         n-^  i  =  nn-r^  :      .  , 
&:  z/r/ -  i.vp /.y; — i  ,      '-^  ^'^^^  rire /z 
*     /  =dL'^:^    .  Maintenant ,  c  */ 

I        '  fur]    "         '    que  par  coni.       ne  /^  .ciU 

plus  grand  q.  c  ;  ou  que  p  ,  qu'oa.  fuppofo^-^Éfc-^ 

ou  P'^'^^^y^3Pp — ^  :  cifuitc  ,  en  quar-   '  I 

I     '      •      «I  +1  7+1^ Or  cet 

mu!e  cft  fcni.M... a  In  mnoO'-^ .  ai  n  fi  on 
'#  peut  faire  :/  =  o  ,  &c  on  obrient  p=i  ^Jj 

^     *  W  =i  j  ^  de  force  que  l^'^"'      '-[  =  2.  4| 

100. 

I  •'^oit  ^2  =  ^  ,  afin  qiî'on  ai       rre  un  quarjjjjç 

§c  la  ioriuule  %/in-\'i  ,  donc  la  racuie  eft 

*,  Çlus  grande  que  XAZ ,  on  fuppofera  K  1 


'  J 


Diqi<|fcd  by  Çdo 


r 


^   ainfi  ou  aura  /  —  i,  &c  n  —  ipi^ 

fuie  que  n>j^p^  l'cII  pourq^iioi  en  fc-a/i^ 

,  ce  qui  rcnil  zn-j-q^l/ <^pp — i 
^pp'j-^pcj'^^cj=-^pp-^i  ,  iSc  pp^m 

-I ,  (Je manière quep=^,z^-h'/^ îîî"^^' 
&  comm'^  r=o  (atîsfaic  h.  cette  éqjaatioii  , 

on  V.         =  I  &  n=.\  ;  donc  l/  5      -f  ^ 

lOX. 

'  Supnofons  h  preicnt  û-=:6  ,  pour  avoir, 
à  traiter  la  foraïul  '  in-^i  ,  dont  la'ra- 
çif]b  rft  pnrc      :icnt  comprifc  entre  zn  Se 

§f?.  Nous  donc  \/  'j^\—zn-\'p^ 

qu  %nn  —  :\  >  —  i  ,  &:  delà  n=p 

-{-^^      ^  ou  n—    ^ ;  ainfi  /z>  ly?^ 

Si  ,  en  c(  de  cela,  nous  fai*' 

foiîs  /7=xy>-|-   ,  .lOKS  avons  ,1.  ^7»^l(y=iyj 

^j.^/ ;  — 2  ,  ou  zp'^Xiir=i\/ 6po — 1  ; 
les  q^uairrés  font  ^pp  -^-^pq-^-  ^qq=6pp-^zi 


«^lyij^uJ  Ly  Google 


lit         E  L  é 

'  -f~2(77-|-T  .  enfin  p=iq-\-\/  6t/.y-|-i;t 
formule  reflemblant  à  la  première  ,  on  a 

^=o;donc  p—i  ,nz=zz  &.  |/6Az^i-}~î=.5, 

ICI. 

Allons  plus  loni  ,  &i  loic  ^=7  &  jnn 
^  -j-i^mm  5  on  voie  que  a/?  >  ;  qu'on 
.  fafle  donc  rn=in'^p  ,  &  on  aura  jnn-^i 
^^nn-^-j^np-^pp  ,  ou  3Am=4f?/)-}-;;;7-r-i  , 

ce  qui  donne  ri='l^t^ELz:,  Prdfenremenf , 
puifque  n>  j  p  ,  par  conféquenc  plus 
grand  que  p  ,  qu'on  i       n—p  -^q  ,  on 

aura  p-j^^cj  z=z[^jpp — 3  ,  ôc  ;  at  aux 
quarre's  ,  pp^(^pq'^^qq=-']F'^ — 7  ,  ainfi 
■  Spp^dpcj'Y^qq'^}  ,ou  i/:^/7=  ^pq'\-^ 
-[-r  ,  d\'U  Ton  tire p='^J'^  Or  on  a 
icip>  ,  par  confôqucnc  p>q  ^^.Ai 
en  fera  p  =:  ^  -|-  r  ,  &  Ton  aura  q-^  1  r 

•  ==^^7^7l7-|~^     delà  les  qiiarrés  qq-^-^qr 
t  -f-4.r/::z        -|-2  ;  enfui  te  6 c/ r-}-  lrr 
" — 2.  ,  ou        =^iqr  -j-xrr — i  ,  Ôc  enhu  q 
_r^hi/  , -.^         continuera  ^  à  caufc  de  ^ 


-  % 


^^^^ 

L   G    E   B    R    E.  .*25# 

^  r  ,  en  fuppofaot  i;=r &  on  aura 
.  a.  r-j-  3  f-=.\/ qrr—y  ,  enfuicc  4^/— f-iir/" 

ou  rr  =  â^rpi-'}^ff  \.i  ^S>c  r-xf-\/ 7;/4-T7 
Or  ccrrc  formule  eftr      Hcà  la  prcrnicre/ 
aîhfi  laiCant  ,=0  ,  on  obtiendra  r=i^  " 
^—1,^72=1  &       3  ou  m  =  8, 

Mais  ce  calcul  peut  s'abr 'p:cr  confid«éf 
•   jwblement  de  la  nianit  rc  qui  (uic  ,  ôc  qu'on 
peuc  employer  auffî  dans  d^autres^cas, 
Puifque  'jnn-j-i  =^mm       s'enfuit  que 

Qu'ort  fufipofe  donc  m~jn — p  ,  on 
aura  7/7/2-j-i  =9;î;7 — ^f'I^^pp  ,  ou  2^;« 
<^ç=:5///' — 7;  'pi/j'nù  Poo  cire  n  ^'ILl}^''  ij» 

-ninfi  n  <:  j  i  cette  raifon  on  écrira  ^ 
^  —jp — !</  ,  &  ,  prenant  les  quarrcs  ,  on 

d*6ù  rdfultc  p  "^^q-^-V^  1  j  j-^^.Or  on  peu" 
d^abord  faire  ici  ^  =  0  ,  &  on  trouvera  p 
pi,  /2=:3&  ^  =  8,  comm  j  auparavr,nr. 


•  • 


Google 


Il 


Que  ^  =  8  ,  en  forte  que  ^^nn-^i  ^mm 
&c  m  <  "^AZ  ,  il  f^uJra  faire  m  =  — p  ,  Se 
h  aura  8  //z/-^- 1  =  <)nn — 6np-\^pp ,  ou  nn 
'^6nf  ^  4"  ^  y  ^^^^  reluire  n  ^  ^  p 
+  V^8^;p-h  I  ^  &  ct?rte  f  irmule  cranc  ij..,. 
femblable  à  la  propofée  /on  pcuc  faire. 
p:^o  y  ce  qui  donne  yz—i  &  ni  =  'jé 


140. 


C  roccJcra  toujours  de  la  même  ma- 
nière pour  tout  autre  nombre  a  ,  pourvu 
qu'il  foir  pufltif  &  non  un  quarré  ,  &:  oit 
arrivera  toujours  à  la  fin  à  une  quantité  ra- 

«cale  ,  comme*  !/'^z//'-j-i  ,  qui  fer^a  fctrfi^ 
able  à  la  p«      ère  ou  la  propofee  ,  &  onf 
l^juia  alors  qu'a  luppolcr  r  =  o;  car  Tirra- 
tionnalitédH       îrra  ,  &  en  retournant  fur 
fc      !S  on.tr<jiuyi:ra  pour     •       ^  iic 
une  valeur  -j-i  foir  un  quarre.. 

On  arrive  :u  ^  .  "s  alk/  au  but, 
mais  'ouvcnr  aufH  on  cft  olilig^é  de  pnffor 
par  un  aùcz  grand  nombre  d'opérations  j 


mais  lans  qu^on  ait  des  jrcs  qui  don- 

nent quelques  luiiu^i  cs  tur  la  quantité  des 
opérations  qu'ail  y  aura  à  faire.  Le  procédé 
JfiVft  jamais  bien  long  julqu'à  13;  mais  lorl- 
"^ijue  <3=rî3,  1.  ^.:lcul  devifhr  beaucoup 
plus  prolixe,  &  par  cette  railon  il  (cra  bon 
'de     >  V  .opper  'w.  cas. 

105. 

'  Soit  donc  rt  =  13  ,  ôc  qu'on  doive  trouA 
jjj^r  i'}nn-^-  -=^inn}.  ConinT"  ^nm> 
ôc  par  conlequent  m>  3/^,  011  (uppolcrof 
w  =  }n-j'p  y  cÀ:  oniîura  13/^1/2 i     <  7/^ 
^  ^(y"p-\^0p  y  ou  ^nn  =^6np-\-pp — 1  ,  (Se  7*,^ 

4  =zil  ,  ce  qui  indique  que  n>  ~  p  ^ 

&  à  plus  torrc  raifon     '  nJ  que  p'J^ 

\  Qu'on  falle  donc /2  =  /^-|^i/,  on  aura  p'j-'^(^' 

ou  3PP  =  xpq-^^j.j  I ,  &  p  ^  J'^'j  w+j;- 
I  Ici  ^  >  ^   ,  ou  /7  >  ^  ,  on  coniinn^  i\:  drr.c 

parp  =  j+r,&:onaura  i^-f3^=l^i  3^^7+3^ 


-3# 


.  Z   L    .,L    E  N  S  ^ 

- — I  ,  ce  qui  donne  y  rr  -^-t-^M'x-r 

Prcîfcntcmcnt ,  puifque  ^  , 
>r,  on  fera  q=^r-\'(\   &  on  aura  ^-^3/ 

b=\y i^rr — 3;  &  eniuiLC  T3rr — ^=rr 
-Y 6  rf-^^lfyOU  llrr=:6r/-}-9//^-f-3,ou  ^rr 

=2r/4~3iy"f"ï  y  d'où  Pon  tire  r-  „ 
IVUis  r>^^^-  &:  plus  grand  que  /  ,  foicdonq 
r,&  nous  aurons3/-j- 4?rr=j/ 1  ;  ■] -(-4'; 

Iï^i3#+  4=9// 4-^+/^  ^h^^^'  •  t/./ 
=i4  //-j-i6rf — 4  ,  Se  ff^ôc/'-^^tt — i; 

lljlfjnc  f  z=z'7,t'Y\^i^tî  —  I.  Ici  nous  avons  , 
y>3/-f-3f  ,ou  queo  f  ;  il  faudra  donc  .....z 
;  ainfî  v-|-/y= }/ 13     —  i ,  & 
^^r-^I=9r^-|-6r^;-[-^/l/ ;  après  cela  4^^ 

éÊk6tu-^uu-\'i  ,      /m  r=  i-±^'.'j±^j  ,  où^ 

>  &  >  u.  Si  donc  on  faic  t—u  , 
on  aurafi-j-4r=rl/i3w/y-|*4  ,  Se  i3//^i-]-4 

+  ?>uv  +  léi'v.donc  iif/w^^St/i'  +  i6vV  " 
—  4,   o\[yiu~zuv-\- i\vv—l  ,  enfin  f/ 

.fcdi^- —  ou  u>  \  .  ou  :/  >  V, 


%)us  aurons  zv-^^x=z'^ j^vv— 3  ,  (^:i3vv 
—3  =  4rv-j-izv.v-f  9x,v  ;  ou  9vv=i2vjtfi* 

v=r  tj,  de  fortcqucv>  4jc  &:>a:^  ' 

•  j 

Suppolons  donc  v=.v-^-v  ,  &  nous  au-  *     -«^^ *  •  ^ 

~3  ,  &  4^x— ix-y-|-3yy- — I  ;  on  tirt  u^iàf^ 

X— :  i±îC^i  :  ,  &  rr,r  conféquenc      >  y,  ^ 

A infi  nous  ferons  X  =/-^î',  ce  qui  noiis  ,  ».  ,1 

tlonnc  ^j-^^^rrrl/ 13  yr — ^  ,  &;  1.3  yy — 4  ^ 

y=  3--|-l/'  1  cette  formule  écanc  * 

à. la  fin  femblable  à  la  première  ,  on  peu^ 
prendre       o  ,  &  remonter  de  la  manicrrf  ^ 
^ui   iuic  : 


s 


c 


1  •  .  • 


1 


Google 


ii8  E  l  h  m  p.  tt  s^'^ 

=  I 


I 


f    =:  Z/  -|-  V  = 
y  ==  6f  -j-  W     =    "  " 

r  =  f-^-  t    :=  3  S 

^  =     4"/  =  7^. 

"^^^       72    =  p   -f-         =  180 

^11  fuie  ileki  que  160  cil  après  o  le 
pcric  nombre  qu'on  puifle  fubfHn 
fi  i^nn  -j-  I  doit  deveiiir  un  quaire. 

106. 

On  voit  fuffifammenr      cet  exerop!-" 

combien    ces   cale  peu 

proHxL6.  x.orfqu'il  s'agit  de  nLiuiUcs  plus 

grands ,  on  eft  fouvent  obligé  de  pafler  par 

dix  fois  plus  ù  opérations  que  nous  n'en 

avons  eu      .:rc  pour  le  nombre  1 7. 

Comme  on  ne  peut  guère  prcvoîi;  non 

plus 


^ij.  •  T>^  A  L   G   E  B   R  iT^  *  tlf 

j?luspour  quels  nombres  on  doit  s'attendre, 
ï  tant  de  longueurs,  il  fera  bonde  pro^ 
ficer  de  la  peine  que  d'autres  ont  prifci, 
-  6i  nous  joindrons  ,  pour  cet  effet,  k  ce 
Chapitre  une  table ,  où  fe  trouvent  les  va- 
leurs de  m  &:  àz  n  pour  tous  les  nombres 
♦  ^  depuis  2  jufqu'à  loo  ;  que  dans  les 
cas  qui  peuvent  fc  prcfcnter  ,on  puiffc  en 
tirer  les  valeurs  de  m  &  de  n  ,  qui  répotU 

dçnt  à  un  nombre  a  donné. 

•     "      *'  '  '  '  *: 

Nous  remarquerons  èepcncïant  que  pour" 
dit  Certains  nombres  oo  peut  déterntîher 
%n  g^^néral  les  lettres  m  icn  ;  ces  cas  font 
eeux  où       cft  que  de  i  ou  2  plus  grand» 
4»U'plus  petit  qu'an  quarr(^^^ il  vaudra  lai 
••'^ine  de  les  développer. -•-t  ;  |p|l''^ 

^  JSoïc  donc  a       — x  ;  oc  puilque  nous;  . 
*-r.icvon5  avoir  (^^ — 1)  /in-j-i  =  /w/71    il  cft 
çl^ir  que  m  <<^en  ;  c  elt  pourquoi  nous  fe- 
^  tons  m:^en — p  ^  fie  nous  ^L^lon%{ec—^)nft 
Tomé  ^  ^         I  '  " 


jiç.  I  =.eenn—%enp-\-pp  ^^oa^nsrs 
:Lpp^  I  ;  donc  ni-'f*'^"^r^^-  ;  &  il  elf 

évident  que  li  on  faic       i  ,  c««  quan- 
tité devient  ranoanette  ,&  que  nous  aurons 
i=ze  &  m=f<; — i.  - 
"Soit  ,  par  exemple  ,'«=13  » 
que  «=!=î  ,  nous,  aurons  x3  nn-f-  i=mm  ; 
f,         &  mi=i4i  la  raîfon  çn  eft  é*i- 
àerite  d'ailleurs  ;  car  fi ,  dans  Ac' cas  de  ^ 
Wv— t  ,  on  fait  B=tf,  oo:irann4Ji===i» 

Que  <J=ir«^— I  .  o«  ^'u**^***** 
f|u'un  quair^  .^iUaudra  que  (<ré^i.)./i 
•és=mm.  Un  aura.jCommeo-tWffu», 
&  00  :&vi^.imif=:en—p  i-        pofé  >  ox»  a 

_  1,  I;donch=:  WJ-/>f»+ 1. 

.  .Or  l'ircatioçnalité  difparoit  daos  la  fuppo-  . 
"tuion  de  ^±=1"^  ,*  amfi  & 
—I  «l^-  cft-il  facile  a  voir  ;  car 

.tû=^e*-^*^4-l  »  OU  c^al  >u  quifié  da 
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irtfe— r.  Soît ,  par  exemple  ,  a  =14  ^  ou 

.  .     .     ■  lïo. 

Supporoïîs  à  f>rrffent  ite^^-f-t  ,  nu  <}ùé 
a  fok  de  l^^pli^s  graad  qu'un  (^Larré^  iï 

évidcmmepc  plus  grand  qu&  ^  /i écrivpas 
âdnc  m=tfn~[-p  ,  &  nouf '  aurons  t^^e-^- 1) 

_    1^ 

On  |>eut1ci  faire  ffsssx  ,*&  eéta  ét4uity  oit' 

qui  devoir  arriver ,  par Ift  raifon  quetfécanfc 

£=^^-rj-i  êc  n=i2^  ,  on  a  tf/i  n  -^^  i 

cxemplç  ,  ^==i 7  1  cai9rte  que  ^^==4  ; 
aura  i7/v2-f-*i=rfrtm ,  *cn  fVrltnr  te=ijff=  Jt 

.(*)  Ltfiigne  ra4fcaT  s^éyanoatt  lufli  <liiif  ee  cat  »  It 

firic  p  =:o ,  3c  eerte  fappcfîrfoii  donne  Intomcftablemenr 
pour  m  Se  n  les  j  Ij^  petits  nora3ç^£^jK>(îibIes  ,  fivoîr 
as:!  &  m-^e;  c'eft4-<life  qnè^'tf=:  5  ,  la  fortïuiJe 
1  d^ojH-i  ^ef^int  un  quarré  en  faiiànt  nszt  »  &  que 
tiktoê  4e' et  qiuiré  fert  m  a  e  sj» 

*  X  il  • 


S6itcniinfl  =  ^tf+X  j  ou  de  i  plu'?  grand  , 
^u'un  nombre  quarr^ ,  on  aura  {ee^i} 
nn-^ i^mnt,&c,  comoie  aiiparavani: ^  /t? 
>£/2.  ,\c'eft  pourquoi  on  fùppofew  niï^w 
+rt  :âc.ofl  aura  eenn+^na+i^etnn+xenp 

•n  trouvera  .         &  m =aî-^l  ;  ea 
.  cffciic ,  puilque  a-ec-^x  &  na=e  ,  on  a 
^rt^i  s=.e*-t  xlfe+i  r  ce.|ui  .eft  le  (luarr^ 

.  Soit,  par  «cinple  ,ii==rïAM«^<^ 
•^Tf3  trouvera  u  nii-J^i=f  en  fair 
/v^t  j»«3  &  in=io.  Vo^iUk-on  Tupppfcr 
jç^^53^  on  ^uroicy  =^9  5ç  83fl/i:jl-i=/i|i| 
^ans  le  ca»  db   =  9  &  de  m  =  8x. 


f 
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Qz//  indique  pour  choque  valeur  de  ^  les 
plus  petits  nombres  m  n  ,  tels  que 
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■rt    CHAPITRE  VIII. 


• 


jy^t  la  manière  de  renJrc  rotio'melle  la  for^' 
.  muUir rationnelle  k  a-f-bx-f-cxx-f-^x', 

»^       ♦  t 

ous  pafTcrons  à  j^réfcnt  à  une  formule 
où  Jcs'éleveà  la  troificmc  puiffîinjc  ,  après 
^uoi  nous  irons  ajafli  jufqu'à  la  quatrième 
s/puifTancc  de  x  ,  quoique  ces  deux  cas  fe 
traîtent  delà  mcaïc  ipanierc^   .  . 

Qull  s'agifîe  donc  de  rransfiiroit  r  en  uh 
quarré  la  Çoxm\À^ QT^hx-^c^'-^dx^  ,  &de 
trpk^ver  pour  x  des  valeurs  propres  pour 
ce  dclTcin  ,  &  exprimées  en  nombres  ra- 
tionnels. Cotpmc  cette  recherche  e(l  fujctrc 
déjà  à  de  bien  plus  grandes  difficultés  que 
les  précédentes  ,i|  f^ut  auITi  plus  d'art  pour 
trouver  feulement  înêmc  des  valeurs  frac- 
tionnaires  de  x  ,  &  on  eft  oblige  de  fc 
contenter  de  telles  valeurs  fans  prétendre 
;     crçuvcr  en  nombres  entiers. 


13^  B  L  £  M  É  If  s  • 

Nj»u8  devons,  remarque;' >a|MiC  d\vj|4(|| 

^u'on  ne  peut  ici  danniiy  une  folution  ge'r 
pérale^Girffimc  dass-'I^  jms  pcécédeirfl ,  ^ 
qu'au  iiçu  que  Ta  méthode  cniploycç  ci- 

*4eiiiis  conduMbic  à  âh  nbmbré  kiûài  de  fo^ 
lacions  à  la  fois,chaq.ùe  opéracign  niain- 
fenam  ne  nous  fbi^  compkre  qa'unç  T^u^  ' 

'   Comtnçjen>rMiltant  ïlc4t  formule  à +ix 

^^•rÇcx ,  nous  avons  rcmarqild  pn  nombre» 
faifini  de  t«s  «iù     TbkiHoa  eft  tbût-à'^i^ 
irtipoiîible  ^  on  s^im«(ginq,  bien  que  jgela  S|  ' 
lieu  bien  plus  fouveot  encore  pourla  fol'* 
ihule  préicoce^  qui  d'ailleurs  exige  coaC* 
tammenc  qu'on  fachc  déjà  ,  ou  qu^onr'  tflf 
trouvé  une  folution»  A^v^li  n\rft-on  en  ét%t 
ici  de  donner  des  règles  que  pour  le  ca^ 
bu  Ton  parc  d^une  folution  conp^e  pouf  en 
trouver  une  nouyellc  ;  par  le  moyetf 

'  çelle-ci  alors  pn  peut  en  trouver  une  autre  ^ 
^  continiicr  cnfuitc  de  la  i^ic^ne  manière. 

H^h  '4  mêbie  toujours  ^u^ 
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ÎMie  fdiurion  connue  falTc  parvenir  à  une 
autre  ^,au  ouurrairc^i  y  a  bien  dts  ca^  ©ù' 
ît  a  qu'une  feulé  foluriorvqui'puifîfe  avoir 
lieu,  &  cette  circonftafiCc  cft  d*aurant  ptiw' 
remarquable;  que  d^ns  les  casque  nous' 
^vons  ddvelopp^s  précédemment  ,  uno 
fcule  folucion  c^nduifçic  à  une  infinicc  d'au-» 
,  1res  folutipns  nouvelles.  • 

114..   •  f 

Nous  venons  de  dire  que  pour  que  la 
formule  a      bx-j-cxx  -j-  l/x^  puifîe  être' 

^anstorr^ée  en  un  quarré,  iPfaut  mfçeP- 

Taircrrtenr  préfuppofer  uncas  oii  cette  trans- 
formation eft  pollîblc.  Or  un  tel  cass'ap- 
perçoit  Iç  plus  clairement  ,  quand  le  pre- 
mier terme  eft  lui-même  déjà  un  quarré^ 
&  que  1;^  formule  ctt  exprimée  ainfi , 
^bx^cxx-^Jx^  car  elfe  devient  évi- 
^pmmpnt  un  quarré ,  fi  x=o. 

Çe  fera  donc  par  la  confidér^cion  de 

\cttç  formule  que  nous  entrcrops  en  m^- 
tléifé*;  nous  tâcherons  de  voir  comment 

'^n  partant  du  cas  couuu  .y  =  o  ,  nou^ 


£.z,i.K-r«r* 

pourroiH!  parvenir  à  quelqu'iucrevaifMis  4|| 

:$.,]k  noiis  emploiero|j^poaccçt  effet  deux, 
in Ahodca  difféïcnçes  ,  que  oo*  eypiiqaet 
«(H^s  l'uoc  ôc  raujre  ;  il  fera  bog  dccoi»- 
mç^ceç  par  des  cas  particuliers^. 

-  '^dit  donc  prapofiéi?  îa  fftrtnule  i 
^xx-j-jc^  ,  qui  doive  devenir  ur>  qoarré^  . 
Coinipeki  le  premier  terme  ett  un  quarré  , 
on  ^dopcerj  ^p^t  la  racine  thui  cbéc  Aine 
gûaBCÎtètelle  que  les  ^eux  prcmicrs  jcrmcç 
s'évanouiflcpt.  Soir  pour  cet  cfict  t-j-x  là 
racine  dont  \t  qnarré  doit  équi va!<Ar  à  notis|^ 
formule  ,^on  aura  i  "j-i  x  —  xx  -J-    =  l 
^ix^xx  ^  OÙ  les  dcux  preiTuers  ténnçs 
le  ^ccruilenc  ,  de  forte  qu'on  a  Té^j^iation 
— ^Jfi+jc'ow  x'==ixx,  qui,  ^ta^c 
<iiyif<k  par  xx  ^  .doonç  xc=x  iainfi  la  £ûçr 
mule  devient  14-4— 4-}-^8=;=9. 

De  mèmiç  ^  pour  faire  y n  quarr^  d^Ia 
formule  4,4~oA — 5^'^+3^S  onfuppofer^- 
d'abord  .ik  racifl»  sssi  ^/ix  ^  fie,  on  cjiçr- 
Jghera  n  de  manière  que  les  dcux^i^re^iîcrs 


Êtcmqi  difpjaroUîcnc  ;  or^iwura4  6jtî. 
~sVx.^jife'=4-|.4njt-f-/i/ïxx;  doni: 
îl  faut  que  471=6  ,  &  /2  =  |  ;Hi*eià  «ç^à* 
folfc  l'équation  —  'y^x-j-  3  =  ^  ,  on 
3A:»=,^  jcx^^5ji  donne  x=::i  ;  &  .xi'cû 
çctre  valeur  qui  fera  de  la  Jorniul^,  pro- 
poféc  .ua(Hjarné,4onc  hssLcjiùè  ^rai+| 


1 1 6.: 


La  fecoadip  mdchodc  coafifte  à  donnc^ 
à  I*  .  racine  croisiterilm  ^  •eomnle  fr^sfM 
'rjz/ixx  ^  tels  que  dans  Téquation  les  trois 
prepiier^  termes  «'évanottiiTc^nt. 

•  Suit  propolée ,  par  cxçtnpie ,  la  formule 
i^^«^6A}jr — 5x'.>von  eojiuppofera  hi 

jacine      i  ^zx-^Jixx  ^  ôc.pn  .ai^ra  i — ^jc 

les  deux  premiers  termes,  cotniiïtôn  voîr, 
le  dticrvifcm  auffi-iàc  des  d^utf  câcés';  9k 
:pour  ch^flcr^^iuiïï  le  troifîcmè»,  il-  feudra 
âfa?e^  £=:2* ^  4 ,  &  pal»  çonf(^ queht  A^tj 


E  %  â  M  n  »  s 

'ipar  ce  inoyc»  on  obtient — jx*  =*^4x' 

■  ^-  117-         ■  ■ 

CVfl  donc  Je  CCS  deux  m^thoiec  qu'on 
peut  fàiré  MlagCy  lorique  le  premitf^ta:mc 
a  Cit  un  quai  re.  La  prcitiici  c  fc^fondc  fur 
Ce  qu'on  exprime  la  racine  par  deux  icr* 
sucs  ,  comme /^+  /7JC  ,  où /  cfl  la  racine 
quarrée  du  prethicr  rcwnc  ,6çiÀxp  dïpris 
3e  m4iiierc  '  qne  le  fécond  tcrirtc  doit  pa- 
rciifemont  dirparokre;en  forçe  qu'il  ne  refto 
qu'à  comparer /yxvx  avec  le  croificme  fie 
le  quatrième  ferme  de  la  fortnule',  favoir 
dx^  ;  car.ceçtc.cquacipn  alors ,  pou'^ 
^FtM  fe  «îivifér  par  xjc  ,  donne  uop  nour 
irclle  valciir  de  x,  qui  clt  x— 
'  Dan^a  féconde  m^hode  on  dometrote 
termes  à  racine,  c'efi-^à-dire  que  &  Iç 
pe^iér  terme  a  on  ex]5t?ffBC  la 

pâçioçp^r/^-px^-ï**  ;  ^ptçs  qi»€a  oa 

dçcerminc  p^f^  ij  ,  de  fetfon  qjie  f«s  tnois 
fremîcfs  r^rme^  de^la  f orpiule^*^  vai^jouifr 

içm  I  ce  qui  le  i^ait  de  la  auiiicrc  luivance  ; 

r 


ft^  jr  J9'  Jf'  s.  i4jr 

plus  c^xfq-j^pp^  ^  partant  q-^fi  «près 
cclt  f^ftç  i'^quatron  dx^^xp^x^ qq^% 
êi  commt  elle  ell  divHîbic  par    ^  ou  en 

.   -     lig.     •        .     -  :• 

« 

ïî  j\cuE  jEçpcnda^K  ^rjivtei:  fouvcnt  ^uô 
Tors  même  cjùe  à^.  ff  \  aucune  dé  ces  'dei^ 
itîçthodcs  ne  dt^nnjs  yije  nouvdl^*  Vairtiç; 
dé  :r;'C,'eft  quW:  feut  ioir ,  cri  doQ^ 
fi  Jerant  h  fbrfioulc /pjr/jfl ,  qu  le  iêcon4 
fk  le  croi(îane  terme  mattquenc.    '   ^  ' 


Car  û,daprè«.la.pjefl|i«^ 
mpppfoic  la  racine  ==/^  j^je^  çu  ai.ca 

Q'r^  xfp  ^ aiufi^on  trouycrpic  Jjçf 

unc^  rjô^yçHc  valeur  de  jc.       *  '       '  » 
^Ue  fi^4^4i|>#ès  h  ftci^nife  wihhoix:,  on 
▼ouloit  faic>ç  la  râicina=*=; /^/^Jc^-^^'-c^jq^ 


€n  trouvcroic  ù^%fp  &c  p=o  ;  de  plus 
làc-sQ ,  &  pareiUcrncot  ;cr=o« 

•      -  iig/ 

CCS  cas-là,  que  de  tacher  de  trouver.^ quftly 
'<}ue  valeur  de;e,'tièliçque  ia  iorrouiede' 
vienne  un  quari  c  ^  lî  on  y  rculïît ,  cette  yd- 
fceflr  fera  trouver  etiCu^  ,  pat'Jè  itecouKp 
de  nos  j^cuf,  mçcliodes  ,.dc  noiiv^lks  va- 
leurs ;  cette  voie  efi  boiîne  iinèine  pÀur 
lés  C4$  ou  le  premier  terme  oc  (croit  pâs 
tiA^  quârréi        ^  '  . 

Qij«  ,.  par  exemple  ,  la  formula  3  -i^jc* 
'îoîve  dwëhir'tfn  qdarr^'  ; .  coihtné  -cef^ 
krrivc  quand  X  si  I  ,  'ob  f  crà  x  s=:  i 

&  on  au*rar4  3j'4^3'y3f'+  yS^^'i  If 
mier  i;çrme  eït  unqiiarrl.  QuH>tf  cnf  fup- 
polc  donc  ,  iulvanc  U  pteuiîcre  iiic'c^idde  , 
4a  racine  1=  a  ^py ,  on  aur?  4+33^;|7JV^^ 
-^y'=4--j-4/;j-j-;)y;yy^  ;'8f  pour  que  le 
ifeCbhd^  rermt  difpatoilfe;^  .il  fàùdra  qdc 
^acz^i  le  par  touf Jquent^'=  J  i  aiuli  ^ 

•  •  • 
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donc  ^==^,  ce  qui  «ftœc  nouvelle  va- 
leur de  X. 

Si  on  fait  de  plus»,  conformément  à  fa 
féconde  m^éch'o  Je,    racine=i  -^py  +  ^yy, 

on  ^A-\'3y-VTfy+y'^^¥4py+wy 

^/'/'yy  +  "l^îfV*  ,  doù  on  chaf- 

ftrà  le  (econd  terme  ,  en  bifant  3=:|,'p  ôu 
jp=^,  &:  lé  quarriêtnc ,  CD  faifanc  3=4^ 
'i'PP  >  ou  ^  =4^^'  =  ^  ;  ai^ili  i  =  ipf+  qqy, 
4'où  Ton  tire  y='-^P ,  ou  j=  î^,  & 
par  conféqucnt    =  Jt^.  .  *    •  :>  •a-'/i 

i  .        '  '     '  . 

•  En  général ,  fi  on  a  3a/orn^tfIc  à-\^  Ix 

^£i^th^^'.V.4  c^u^,fafi||àg;>ail)qu^* 
^qu'cDe  d(^vicat  u«  quarrd  ^^c^^^^^  dp 
ftrté  q\jo  à  4^-6/4"  ^/H-  ^/'=  h  y 
iSf?'  <^=r=/7hy  '  &Loq.^ur4^k»o wçUe  for- 
lilule  cïui  luic  L-  .  • 


il  a 


jun  ^J^i'rc  ;  ainfi  on  psut,  y  applicju^r  les 
deux  rai4i^4ff^  précëdc0t«k  \  &  cUos  £»u^ 

_  ^ 

Mais  fouvent  auffi  il  tie       Inieme  d$ 
tieti  d^avûir  trouvé  ùtte  vateor  dè.  Jp;..ctf*' 
cas  a  lieu  daasja  ÉDrmule  i-^*-^  $  ^ui  dcr» 
^ètrt  nn  quarré  igùalid  ;r=^f .  Car  fi  ,  cà 

^(^ui  dc;vroi£  d&  iSkême  {xoiiyok.  'deyeAM^ 

-ip:itté.  .  4  .  '  ; 

Qr  foie  par  la  prçmiert  r^glê,  ta  racîné 
=3  +/^y,  on  aura  9  +  i^+^y^-  y* 
^f^r^py'^j>pyy,i.  0WI  faut  que  i  iâ;=zé/K 
& /  —x;  donc 0  4*  &  j=— X  , 
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Ce  qui  donne  x=o  ,  c^elt-à-d^e  une  va« 

leur  qui  ne  conduit  à  rîen  de  plus. 
lËilàyons  aulii  la  féconde  m^chode^  4é 

faifuns  la  racine=3-}-/?j-}-i/jy  ,  nous  au- 

^%pqy''^qqy^  ,  où  il  ÀodraP  à^bard 
ii=6p  &  p=L  ;  enfuice  ^ue  6~Gq 
•^p/7=69-f-4>  &  j=-i^  ;  on  âura  d^abord 
î  =  iflg  +  qqy  =±i-f +^  y  ;  âelày==^3  , 
&  par  cïfeféquent  3c=3 —  i ,  &  i  +  jc*ia=Q  * 
d^ou  Toa  ne  peut  rien  concli^re  de  plus, 
parce  que ,  fi  on  vouloic  Élire  x^. — ^H^f 
on  trouvecoic  la  formule  5{{+î' jS*! 
it  prrçinier  têrntl  s^en  va  ;  de  force  qu'oH 
ce  poucroic  faire  ufage  ni  de  l'une,  n4,dQ(|^ 
l^^utrcméthofle. 

On  eû  aile^  fondé  à  foupçonaer|  .aprèi 
calque  nous  venons  de  dii»e  ,  que  la,  for- 
Ipilfle  I        ne  pcutdeveniri^i^arr^  qa«, 
tiaai>  les  trois  cas  que  ypici  :    *       »  ' 

Mais  cVft     quQi  ua^cut  fe  (ionvaioer^ 
'4tuffî  par  d^aucres  raiEK>ns»  ^ 


.    .  I2X.  • 

Confidérons  encore ,  pour  nous  exerccrv 
îa  formule  i  +  3xS  qui  devicôc  un  quarrd 
daos  les  cas  fui  vans  :  I.)^  =  IL)  x=i  ^ 
\ll^  '^x=^  ,  &  voyons  fi  nous  parvien- 
drons àtjrouvcif  d'autres  valeurs  Ccmblablfis. 

Puis  uouc  que  x=i  eft  une  des  valeurs 
quiûnisfcAt^  Iuppofonsac=:i  +y ,  &  nous 
auro'ns  i -}- 3  .x*=  4 +9V-f  W +  37- * 
Que  la  racine  de  cettç  nouvelle. formule 
foie  x+/>.r ,  en  lui  Le  que  4  +  9)'  +  9.7^ 

ticront  9  33^^r=r;  .y=— ri.  î  pa? 
coiîféqùent  ;c=— f.,  &  devicn.c 
nn  quârré  \  dont  la  racine  ell^sj  ,  ou 
bien  aulfi  %.  Si  nous  voulions  à  prcfenc 
continuer  \  en  ifaifant  x= — 4+^  ,  noti^ 
ne  nianquerions  pas  de  trouver^  de  nftjjg 
vclles  va- curs, 

-/Vppliqwqns  auffi  à  là  ^cmc  foninilt'la 
fcconcle  méthode  ,  &  fuppbfons.  la  ràcin^ 
t=ï+/^J^ïjy  j  J^^^  fuppofuionr  dostf>^ 

mm  A  « 
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xt\A  M,' a  s  jB  M'ss^  X47 

-bppyy. 

*i"  Vf  y'  "i"  ^fj*  /  faudra  j;)u«.  9^ 

8=4/; ou/?         &  9=4y-;-/>/,=4.^7f ,« 

«>Hy=^;  &  Jes  'AucresteCiB^s  donne'rdoç 

«=384^  ou  l'ijiq^yss — 183  ;  c'cft-à-dire 

i-^^-  iy  —  —  183  ,  ou  41.  il  y  = — 61. 

leurs  eo  foucnu-priC  de  nouvelles,  ea  (ui^ 

"vaat  les  voies  411e  nous  ^vons  indiqufSes» 

II  faut  remarquer  cepen  Jane  que ,  fi  oa 
Youiok  fe  doi]iKr  la  peine  de  tirer  de  ogui^ 
veiles  yalciits  des  deux  qii'a  iourui  le  cas 
cot!imXr=  I  ,  on  parviendfoic  à  des  fraov 
uws  extrèmemenc  prolixes  ;  on  9  lien 
^e  sMcooner  que  ce  cas  ^  jj^  =  i ,  n^aic  pas 

^conduit  plutôt  à  cet  auyre  ,  x=:x  a© 
%i>mbe  pas  moîo^iivideniment  fouslç^yeîis» 
jpcc'cll-ld  une  iniperfeftion  de  la  méthode 

*  dbne  il  çftqucôion  ,  6c  qui  eljt  jufqu'â  pré* 


I48  ^  L  i  M  ^  7»  s  > 

On  peuo  partir  de  la  tiléine  manière  du 
cas  x=i,  afin  Je  trouver  d^autres  valeurs. 
Qu'oo^ffc,  pour  CQt  cîFerx==:i-f'y,  &c 
il  s'agira  de  tun  e  un  quafrd  de  là' formulé 

"h  3^J  H"  ^  4^33^  »  fupppfoasrcu  la 
racine,  d'après  la-premicii^  inLtiioJe,  =  5 
^pyl  nous  aurons  2.$4-36y+j8yy+3j* 
*=2^  "^lopy^ppyy^  &:  par  conféqueat 
56  =  icp  ,  oupt=j\  cf&çanc à  préfcirc 
les  lermcs  qui  fc  dérruifenc  ,  &  div;fant  les 
àuttt«  par  Y  y  ,  il  en  réfultc  18  4"  'iy—Pp' 
t=^,  &  par  confdqùcnr  y  =  —  JJ,  fie  x 
hz4\  d'où  il  fuit  que  i  -f  -  ix»  cft-unqtiarré 
4onc  la  racine  eil  5  +  /'y  — \^  ou 
^ .  Dànala  féconde  méthc^e  il  iaudrc^it  fup* 
|Kifcr  la  racitie  $=  5  +p  y  -f  <?y J,  *  ou  Au- 
roitxj  -:^3éy+  i8ry-f-3j'=2.5+iopy 

•4*  ^^îyy  4"  v?j''4"îîy*  >    fcconds  & 

croifiémes  termes  dîrparoîtroîeut  eu  faifant 

36  =  lop,  oapj=^j,  &  i8  =  io^-f-/;j?^ 
ouiO(7=.^a8*— ,.^==^,  ob9  =  ;.'  ;  & 
alors,  le»  auues  cormes  ,  divifés  p^r  y  '  ^ 


uiyiii^ed  by  C 


nu»n 


iÊ>A  M  Ç  M  B  Ét  ^149 

 Èîl 

^  Ce  calcul  ne  devient  pas  moins  long  & 
difficile^  fi^éine  dans  des  cas  où,  en  partant 
d'un  autre  principe  ,  il  e(l  facile  de  donner 
une  fotucion  générale  ;  comme ,  par  exem- 
pte ,  quaoà  la  formule  prapoféc  eft  i — x 
— xxJ^x^ ,  oîi  Poil  peut  faire  générale-^ 
meut  x=nn—i  ,  en  donnant^  n  telle  va- 
leur qu>n  veut.  £n  efièc  ^  foie  17= Jf^oB 
aura*^  x=)  ^  &  la  formule  dcvi9Pt=i — 3 
—94-17=1(5.  Soit  /i=3  ,  on  aurajr=dB  ^ 
&4a  formule  devient  =1— 8— 64-^5ix 
^441  ,  &  aiiifi  de  fuite* 

'  Mais  jeçiarquoQS  que  c'eft  à  une  cir« 
cooftaoce  conf-à-fâit  particulière  que  nous 
dâVQOft  DM  ioUition  fi  facile  ,  Se  cetcc  cir- 
confiance  s'apperçojt  aîfémcnr  ,  fi  on  dé- 
compofe  notre  formulai»  en  fàâeiirs  ;  car 
\olt  auffi-tor  qu'elle  eft  divilibic  par 
I — x^  que  le  ^orient  fiertf»  i — xx,  qu'il 

K  fij 


iço-      /  É  t  ^  M  X  K  s" 

cft  compofë  des'  faâeurs  (i-}^a;)  (i— x)  J 
&  qu'enfin  notre  formale»  1 — x- — xx-^jf 

or^  pullqu'cllc  Joit.  ctrc  un  □  {{juarr/)i, 
6£  qu^uo  □  ,  divifd  par  ua  O . ,  4onne*un 
□  pour  quuu>iit^  il  lauc  auilî  quel 

□  ;  &L  r^cîproqueinent^fî  i-f-jc  cft  UQ 
Û  ^il  faut  g\ie  C^— ^yCi'^^'^)  f^^t  un  □  ; 
on'  D^a  donc  qu^à  faire  i-j-xs/z/i ,  ôc  ùh 
aura  fyr  le  clianip.  x=np, — ;*u 
.  Si  cette  ^rcoi^iance  nous  eût  éclv^ppd  j 
il  n^oic  ccd  ^ifiicilc  ue  déterminer  mènie;  | 
ieuiemcnc  çinq  ou  iix  valeu£(  4p  a:  par  Içs  j 
wïeiliQÙtîi  prcccdeniçs.  ^ 

H  s^cn'utt  donc  rfclà*qo^V  éft  bon  pouf  e 
chaque  formelle  propoféeiie  la  réfoudre  én 
feéteurs,  quand  cela  ett  poffible.  Or  iioui 
avons  fait  voir  plus  haut  caranaenc  oo 
preîiJ  pourccc  clfcr, (avoir  qu'il  lauccgaler 
^a  farmule  donnée  à  zéro^  &  «herchbr  enw 
fuicL  la  laciiiw      cette,  équation ,  chaque 

racine  alors.  ^  'comme  x^f^  dooftanc  ua 
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idâtnr  f' — x;  &l  cttie  rcxAcrclie  cft  d'au- 
tant plus  aiiée  y  qu^on  ne  cherche  ici  •  que 
desracine^  rationnelles,  lefquclles  iqjpi  tou- 
jours éet  divifeurs  du  terme  coanu  o«  dip 

•tiScniî^^i  lie  prend  puiuc  de  jc, 

'^écte  circonftance  a  lieu  luflïdans  notre 

• 

formule  générale  a^bx^cx*'^dx\* 
t]uandf  1^  deux  premiers  termes  dirparoif-* 
fenc^,  fie  que  p^ar  contcquenc  c'ell  la  quan- 
tité ^xr^-Jx^  quif  doit  è|re  un'  qoàr^é  («cat 
il  clï  clair,  dans  ce  cas^  qu^cn  divi/aatpar 
h  quarré^x^ ,  il  faudra  .pareitlenient  què 
c-f-Jx  lok  un  quarre' ,  &  on  n'a  donc  qu^à 
fuppofer  G'--\^Jx:;=rm  ,  pour  avoir  x=^J~  / 
valeur  qui  j:|ntcrme  un  nombre  infini  de 
folutiofis^  mëtnexoUtès  lesfoiutioiispof* 
fibles» 

Si  dans  Papplication  de  la  première  ({es 

deux  mechpdes  précédentes  on  ne  vouloic 
pas  d</termiaer  la  lettre p  afin  de  retranci^Sr 
le  fécond  cçrme ,  ou  parvicndii^ic  à  uocr 

K  jv. 


r 


autre  formule  îrftriotiBcIle  ,  qu'il  s'agiroic 
àt  rendre  rauonoelle, 

Sw^,  pnr  exemple, /)^-}*Axr|-cxx-f-^/x» 
la  fdrcnule  profiofife ,  &  qti^on  en  ftfia.  la 
Tacibe  ==  J-j-px  ,  on  aura  //-J-^a:4^c*j^  • 
'^/^^=ff'^^fpx'^ppxx,on  les  pre- 
miers t£r«ies  i|  décruifeiK  ;  (iivifalU;  •doUe 
les  autres  par  x ,  on  obtient  brj^cx-^dxjci 

^^fp^ppx  s  ce  (jui  eft  ui^e  .dquatioa  du.- 
ffiX^ofld  degcé ,  quiNdonnc 

^PP--c+\/p'—xcpp-i-^J/p-hct—ibd  ' 

Aînfi  Paffaîrc  fc  rdduic  maintci^at  à  trou* 
ver  pour    de?,  valeurs  telles ,  que  la  fty- 

2-W  +  Si//^ri-rc— 4Wdevienne.  - 
un  quarré.  Or  comme  c'eft  te  quatricma. 
puiffaocG^u  nomlye  cherché  p  qui  fe  pr^ 
fente  ici  ,  ce  cas  appartient  au  Chapitre 
iaivaa^ 


4 


9^  j4  Z  C  £  2S  \H  £.      '  if^ 


CHAPITRE   1  X, 


t)€  la  manière  de  rendre  ratJon/u^iL  U  » 
foxmafé,  incàmmenfurable 

^J*oiS[  S  -voici  parvenus  à  des  lorniules 
aù  le.  nonibnB  îodëcenniii^'  x  mônte'  1  )«, 
^a^ieq^e  puiQaace  ^  A  c*6ft  par-là  c|uô 
MUS  termtfiei6fis  oos  rechtrches  fur  les 

■ 

qii^rrtfe ,  vu  qu^on  nte  pis  été  uStf,  lom 
eucore  gour  pou¥oij;^craasibraer  ea  quar^ 
des  formules  où  des  puifpinqi»  ylus 
4)âttic$  de  jc  fe  pcçiciH:cni«  « 
•  Noii  e  nouvelle  formule  fournît  trois  cas 
à  coofidecer  :  le  premier,  quand 
mier  terme  ,  ^2 ,  cfl  un  (juarrej  le  fécond  , 
quai;l<kle dernier  terme,  rx^^xft un qnarrë, 
&  le  trpificnie ,  quand  le  premier  tcrmo 
&  le  dernier  (bot  i'iui  &  l'aurre  d^s  qmrr^«  . 
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1^4        E  t  Â  M  E  ir  s  ^ 

Nous  traiterons  de  chacûû  de  ces  -xâs  Hé- 

« 

I.)  Rcfolution  de  la  forrfîule    '  '  ^ 

*Commc  le  grcir/ier  terme  icieÙ  un  quar- 
ré  ,on  pourroic,  par  première  méthode^ 
luppoltT  la  racine  —J^px ,  &  ^J^éhnihet 
f  ,  de  manferc  que  les  deux  premier*  ter- 
mes dirparulTcrit ,  &c  que  les  iiuu  cs  fnSkvt 
divifibles  par  xx  ;  mais  oïl  tic  laificroic 
alors  de  rencontrer  encore  un  xx  dans 
l*éq\iàtion  ,  &  la  déterroioation  de  x  ^é- 
pendroic  d'uo  nouveau  ligne  radical.  Ce 
ferà  diiac  à  4a  féconde  !mécho4c  que  nou* 
aurctos  recours  :  iifous  fdrciis  la  facine  =/ 
^'px^cjxx  ;  nous  «tetermiferons  p-tit  q 
doii^n  à  pouvoir  retrancher  les*  trois  pre- 
miers rennes,  &  divifant  cnfukc  les  autres 
pat  x\  nou»  parviendrons  à  une  Itnipl^ 
Iquat-ion  du  premier  dcgrc  ,  qui  doDfiCia 

9^é^f^é  de  lignes  radka*jx. 


m*  A  r  G   E  B  R  Ijj 

'Si  donc  la  racine —y^}- ^ir  ,  âk 
Iju'ainli        A;c  4-  cxx  +  </x^     ex^  ^  ff 

+  2. y);  A'  4-  i/^xa;  4-  %pqx'  +  i^^/x^ ,  les 

premiers  termes  difparoiirenc  d'cuk-mcmes; 
quaat  aux  féconds ,  on  les  chafler^  en  fàr* 
fânc  è  =^\/^  ,  ou  p  =  ^  ,  &  il  faudra ,  pour 
les  r  coifiemes ,  que  c^^zfq-hppjâup^  '^f; 
cela  pofé,  les  autres  termes  feront  divî- 
iî^les  |)ar  ^  donneront  Téquarion  é 
4-  c  x=^%pq  -J-  qqx  ,  dç  laquelle  oa  -tira 

131. 

Or  ^  il  eft  facile  de  voirque  cettt  mé- 
thode ne  nieoc  à  rien  ,  quand  le  fj^cond 
&  le  croîHeme  terme  maoquenc  dtesnoc^ 
iomule  ^  c'efl-à-due  qUe  tam:  ù  que  c=^oi 
car  alorsp=:o&:  par  conféquenc 

A?  =  ^,  d'où  Ton  JBfe  peut  ordinairement 
ï\Mn  conclure^  parce  c^uc  ce  cas  donud 


I 


E  L  Jl  m  m  n  s  ^ 

évidemmenc  dx^  ^tx^^o  ^  &  qu'aiafi 
notre  formule  devient  légale  au  <}uarré  ff. 

c'eftiur-CQuc  pour  les  tormulcs  celles' 
que  ff~^ex^  ,  que  cccce  méthode  n'cft 
d'aucuo  M&àf^^s  puifque  dans  ce  ca&^  étant 
au(fi  =  o  ^,  dn  trouve  parciilemcnL  jc=:o  , 
Aleuç  qai  ne  toQ<h)jc  à  rien  de  pk]s«  Il  en 
cft  de  même ,  lorfque  i  =  o  6c  g^p'eft- 
^•dire  que  le  fécond  &  le  quatrième  terme 
manqucnjt  jt  âc  que  la  formule  efty/^.cx* 
cfu:  dans  ce  cas^^o  &  q^si  ^  , 
^^où  refulce  A:=?:o,c^nie  on  le  voit  aullî- 

'iàfi,  ^  ,Qe  qui  n>ft  d^aù€4  ufage  lîkl^rieurt 

♦  « 

132.  * 

.  II.)  R^fo  lujion  de  la  formule 

Oft  pourfoic  réduire  cette  fiirmule  au 
•as  précédent,  en  fuppofant  Jt=7  ;  car, 
comme  il  faudroic  alors  que  la  for mufe  a 

^rr~+^  -f  f/ût  un  quarré,^* 
que  daow  |»s.celle-cî  reftc  nfi  quarré  j 

i' 
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fi  on  la  multiplie  pjj;lè  quarréy*,  ono*aQ« 
rofc  qu^  faire'^erte  multipticatioo  ,  &  on 

obticndroit  la .  formi^e  ûj*  «I»  by^  Çyy 
^Jy-^gg ,  qui  cft  rout-à-fair  ftmblablc  4 
la  prcccdence,  écrite  à  rebours.  . 

Maïs  on  n^a  pas  bcfoin  dcf  paifTei  par^ 
procédé;  on  n'a  qu'à  fuppoTer  la  radat 
^gxx^px-^q  ,  ôQ  dans  Tordre  inverfe  ^ 

•  ^-^px^gxx  ,  &c  on  aura  a  ^  rjc;e 
^  Jx\-\'  ëo^'^^i^  +,2/?^^  4-  igqxx 

4^57^-^^  cinquièmes  ccrnic| 

décruiianr  ici  d'cutST-fiiêmes ,  on  d^r« 
minera  d'abord  de  mani^iPc*quc*  les  qua- 
trièmes termes  le  déctuilent  pareitlemeoc  , 

•  ce  qui  arrive  quand  d^igp  ,  ou  p  =  ^j 
enfuiteondéterminefaaufli  q  ,afin  de  cha£> 
ferles  tfoificaiç^  terraes,  *k  on  fera  pour 
cet  c^%gq^pp  ,  otf  q^n^i  cel% 
£ii%  les  deux  premiers  termes  fourniront 
féqifar ien  a^bx— qq  f  ipgx  ,  (i'oii  l'on 

titQx^^,  Qixx^i^  •  : 


159        E       M  s-n  s- * 

Nous  retrouvons  ici  le  flcffaut  que  nou$ 
avions  remarqué  ci- jeflus  dans  le  cb$  où  le 
£ccond  &.  le  quatrième  terme  nianqaeac^ 
cVft-à-d.qoc^=o&  ^/=o}en  efFecon  trouve 
alors  ^  =  0^  &  î=4  ,^  donc  jc=S^-^  ;  or 
certe  valeur  ctanc  infinie ,  mené  pas 
plus  Ipio  que  la  valeur  jc=?  o  j  dans  le  -pre* 
iiiicr  cas;  d'où  il  fuit  que  cette  mcthoùc 
ne  peut  du  tout 'être  eDipIoyéb  pour  les 
çxpreffions  de  U  forme  a-^  ex*  ggx^» 

III.)  Réfolution  de  la  formule 

!-   ^Jj  "t"    ni""  ^'•^'^  H~  "l"^^^** 

*  Il  cft  clair  qu'on  peut  employer  pour 
cette  formule  Tune  <Sc  Tautre  des  deux  mé^ 
ttiodes  dont  on  vient  de  faire  ufage  ;  car 
U'abord^  à  caufe  q^^e  le  premier  tcrm^cfl 
un'quarrd,on  peut  prendre  pour  la  racine 
f'^px^ijXX ,  6c  faire  «évanouir  trois 
premiers  termes  ;  enfuite,  comme  le  dcr- 
^ater  terme  eft  pareillement  ufr  quarrd^  oa 


d\  a  £  ^  m  m  m  E. 

peut  auiTî  fkir^  Ia  ratine  =(J'^P'<'^gxx  , 
fc  ctoHW  tes  w%  -ier^ie^  term^  ,  au 
jnoyca  4e  quoi  on  prouvera  même  deux 
valeurs»  deyt. 

Mais  oa  peut  traiter  auili  cette  fornutle 
V  pai*  aeux  autres  mëthoaes-  c^i  Imxt  ^ppar- 
ticno^nc  particulièrement» 

Dans  la  pcemîere  on  Tuppofe  1h  racine 
^J-hpx+gxx ,  ^  on  (Idççrmine  p  de  iaçan 
que*1es  fetonds  tcrn\g|-,i|fcdécruifent;  cV.l- 
à-dire^que  ,  comme  il  faut  que  fj  "^^^^ 


^£=^j  &ç  pg^iTqtle  de  cette  manière  ,  tanc 
Jics  fecopdSk. termes  qu^e  les  prcfnicrs  9:  [ei 
derniers  termes  {à  décrulfcnt ,  on  paurra 
diyifer  les  autres  par  xx,  £c  qpauraPéqua- 
tioq  c-;;{-i/x==x/^T-^pp--j--ig:/^jft,  de  laquelle 
pp'  tirera  x«  ^0-  ou  Jiç 
Qfi  doi^  ûir-tmit remarquer  ici  que,comtije 
dans  l^^tjMiJ^c  on,ne  trouvée  g, qu'à  la  1%| 
coafjc  ppifîance  la  r^ciaedcce  quarrd^ 
>  prendre  tant  négativç  qu# 


I^^  .  È  JL  â  M  M  N  s    .  * 

politise, &  ^Vn  réOike  (k Ut  qu^on» obneHI 
ôpcorq.un»  âucre  vâleèr^de  m  ,  i^VQk.  -4 

Il  eft  ,  ainfî que pou^Vjvoiis  iit,  encpré 
une  autre  #ianiere  de  rcffoUdre  cecté  fdp 

iTîiik  :  cll.e  coiififte  à  fLVppofer  d^abord  , 
cômme  auparavad^^  la  racitie  ^f-j^pjt 
^gxx  &  à  détci  a.liiwL  cnfuicc  p  de 
l|i^iere  que  i^^^iÈÊt  les  tjuatritiDes  teVr 
mes  qui  (c  decruiienc  ;  oda  fi^fait  en  fup- 
|>orânc  dans  r^qcacipn  fondamiiitale  ^  - 
^'^gP  >  ^.^  P^hi  puifqijc  les  prp- 
inU.rs  .&  les  derniers  certnef  ^ifparolHent 
pareillement,  on  pourra  divilcr  jcs  aiîtreà 

par  :c ,  &  tl  en  réluktra  Téquation  b^cm 

De  plus 9  Qouiâvonsà  reoiarqucrquecom*» 
fne  dans  la  formuie  le  quarré  j]  C^iro^e 
feul ,  on  p.euc  fuppofer  ^gaîclmcnt  tjucîlfï 
racine  foie—/',  6c  qu'ainli  on  auw  auffi 
Dé  forte  que  ecére  llsÀhô<rd^ 


•uffi  &urnic  deux  nouvelles  ¥âleur^  d^x  j 
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Éi^  A  z  e  M      M  M.  %6x 

te  ^ue^^par  conréq^oeot  les  in|[thodes  que 
•  nous  avons  eifcployéps  ^  d^qncnc  ca  lûuc  \ 

IVkis  ici  k  préfcnce  de  nouveau  cette  ' 
tircûnftaocè  ^^cufe  ;  qui  fait  que  le  fe* 
çond  &  le  ^uat^'ieoie  ternie  manquaiu  lOU  : 
i  4l  i  ëtaatsâ=  b  ôtl  nè^peuc-^robver  pput  \ 
X  aucune  valeur  qui  réponde  à  t^fre  bue  ^ 
el'e  forte  qiiVMÏile'pcùt  pii^eoir  àrjltmidQ|h% 
la  formule//^  ^^4f-;j-^gxV  £a  jçffct ,  $ 
Jfe=0(8c  i/5E:o^oï>a  parl*unc<& l'autre  vpie^ 
lissa  j  &  ia..preiDitrè  donnait:  f . 

5c  l'aijrrc  donnant  x=o  ,  clks  ne  font^as- 
^QS'jpr^orpr'eslHine  que  l^ai^trè  à^touroir  <^es^ 
jiAqciufious  ulccrieurcs.  '  ^*  * 

■     *    /  ,.*37-"         •  •  •  ' 

Voiià  donc  les  \roisformuIerauvqiidltii*. 

W  l&uc  appliquer  les  méthodes  que  noui- 
é^qmàétêiêêim  jufqu'icf  ;  fie  fi  duos  kHbF- 
«k^,pr.i^|(;{(éç  ni  Tun^  l'Aiitre  t.e^mcir'eâ^ 
uf^|oarre','^iin'y  aui;aaucuA'fuçcès^  cM 

*  *  .1**;. 


p^er  avant  q^^'on  a»;  tmpvé  u^e  ^alepx^j^  * 
*x  ,  telle  qui  la  formule  devicpnp  un  quarrcf  ^  " 
^   Suppolop^donc  que  nous.j^j^ons.c^uvé^  ' 
que  notre  formule  devient  un  quarrè  dans  •  ♦ 
cas  de  xœA ,  ou  que  n:^bh'^chh^dà^ 

^eli  =  LL  y  fi  àpus  faifons  x  =  h  -j;-  y  , 

nous  jiurôos  une  noi|vetb  fgrmuie  dans  la^  ^  { 

quctle^lip,  premier  terme  ^ctX  kk  ,^  c'cft-à- 
3ii*e  un  tjîïarré  >  tt  qui  par'cônféquet»;  rç-! 
tombera  dans  le  premier  cas.  On  peut  aùfll^ 
faire  ufageMe  cet^e  transforma tloh  ^  à^rès 
avoir  déterminé  par  te$  métliode^  pr!^i:c* 
4èntes  «ne  Jes  Yjîléurs  de  jt: ,  pâr  exem- 
pîc^jf=ïp/i  ;  on  n'a  qu'à  fàirc  alçts  .v=/z-J-^j> 
.le  e»  ptarvient  .à  une  nouvelle  équàtion,(brJ.* 
Quelle  on  peut  opçrer  de  la  même  0^ 
%nete.  te»  vâîeurs*dc  x  qu'on  aura  trou- 
v^e^^  cetcç  façon  ^  en  fourniroc^  de  nou* 
vclles  ;  'cellcs-cL  encore  d'autcès  ;  de  ainfi 
iàefuice«.        •  \  ^ 
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M^sileft  f(ir'toucà  i^marquer  qu  pn 
M  peut  en  aucune manicfc  cfpér.cr  de  reV* 
ibudre  lesiçtinji^es  oi^le^iècoad  iL.ï^ifam^ 
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À  r  G  E  M  É  'Ké 

îme  tcrmè  ynanquent ,  avant  que  d'avdîr ,  • 
poûr  ainfi  dire  ,  trouvé  une  (olurion  ;  &: 
,  *  quanc^'procédc  qu'il  faut  fiiivre après cèla^ 
nous  allons  lemecrre  fous  Icsyeu^c ,  en  Pap- 
•  |)liquant  à  la  formule  a^\^x* ,  qui  çll  unfc 
de  celles  qui  fc  prclVrircnt  le  plus  fouvenf^ 
Suppofons  donc^qu'on  ait -trouve  une 
valeur  x=:h  ,  &c  qu'on  ait  eff:±=hk'f 
fil  'on  veut  trouver  par-là.d'autrcs  valeurs 
de  ,jc  ,  on  fera  x^h^y  ,  &  il  faudra  que 
la  formule  (uiyante  ,  ^ -j- 4Vz^  y 
^^ekhyy-^^ehy^  'j^Ly*  ,  foit'un  qunrré  ; 
^or  cette  formula  revenant  à  celle-ci,, 
iy^^h^  y'j-6ehûyy^}^ehy^  -f-  ey* ,  appar- 
tient à  la  prçmiere  de  nos  trois  cfpcces  ; 
ainfi^nousférorïs  fa  raciûe  quarrde  =^:-^/>y  t 
•  j&?l^fotmuleeIle-mcmc  parconfé- 

iquenC  égale  a:u  quàrrd  kk-^iicpy-^ikqyy 

»   M.  .  .  •    '  •  +ppyy 

-f-ip^y^ ^^y* ,  d^où  il  faudra  d'abord  ' 
çhafTer  le  fécond  terme  en  déterminant  p  ' 
&  f  en  conrdquencc,c'eft-à-di/een  faifant 


,  Google 


/|64        ;  E  2:  £  Jf  s  *  i  - 

^  6chh — pà,  ^Xekhkk — leef^ 
^pp  ,  ou    =  ^       "îô  • 

1=  -^^ouenfin^r^ — ^-^y— 

^  caufc  de  eh^=:kh  —  û  ,*  après  cela  les 
, termes  rcftan» ,  divifés  par  y' ,  donneront 
^ck      ey  =^.xpq^qqy  ^  A'oix  l'on  tire  y . 

=  i^Aj_-?l^?  .  le  nLmieVatcùr  deccttefrac- 
tîop  peur  fe  mettre  fous  la  fpmç  . 

"k"  ■  *     '      .  :  . 

Âehk^'—^e.hnk—ayikk+Xû) 

,^  ,  ,  —  -  -      '        -  *•  1  

k* 


1  f 


^.    .  k*  ■     .     k*    y  \ 

Quant  audénomiijateur  ^j-r-e     /diçjtieut  • 
,  U  valeur  cherchée  lera  j=  77—" — • 


by  GoDgl 


Si  donc  oç  fwUfticue -dure  valeur  ^e  V 

quarré  ;  &  fa  racine  ,  que  nous  avions  fuf»V 
pp£tfe  h-^py-^qyy  ,  aora"eet]fç  ferme. 


'  fjue ,  commo  nous  avons  vu  ,  p=  ^ 

Caïuinuonif'de  conlîd^rer  .U  &>r|nufe  m 

5c  j)uifque  le  Cà^a^ch^^kk  cft 
coanà  f ^  rega«Hlo^s4é'  cc^t^ie  faqrniâTaoç 
dci^  cas  différcns,  à  pitfcde  ;c=;:-^A  <Sc 
âe  jr= — A  /  nou»  pourraiis  |ï«r  «eçtc«î*  , 
H[b&  craQsformcr  QO(reiQrmuic  m  une  saxtt^ . 


*  •  *  k 

premiçr  9c  lcf.dç^ier  ^|riae  font  des  quarrâu 

Cette  transloni^ciuQ  fe  feit  par  urt  iartifite  - 
quî».e^  foUvent  d^uo^  gr^ade  «itilitë  ^&  qut 

jcanfille  à  ùv^t  x:=^^^  ;  la  formule  àfi^ 

^  bieo  •       •  .'a    *  . 

Qi^jm  fuppofe  la  pacioo  (J?  ^ot-r 
^ij^p^^tfê^lt^^  croiilîefp'e  ç^  , 

(3e  noire  lyrrnule  devra  être  é^al  au  guarré 

Poo.  chaffis  Ui^  féconds  termes  » 

^*A:A:*~8<2  3=±  zkp  ,  ou  );=$îp2,-  qu'o^  di- 

yiCc  \e%'wirç?  ccrmie^ j>ar  yy  fit  jfarar^ 
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trouver  mafnrcDàHc  x,Ô0us  avons  ti'abotd 
.lieu  r-.y:=^Ji::^:i_  .  ainfi  ^ 

fa  imème  valeur  (j^aç  QOt{s  ^pos  déjà  cfoii^ 

Sôié  ,  pour,dpptlic{uer  ce^réfuUaç  à  im 
exemple.,  la  formule  14^*  —  1  qui  Joive 
devenir  on  guarré,  Ndu^avoni^îclcsc'— ri 
&  ;  &c  \c  ca^  ei^oau  ou  ia  formule 
cft  vn  qiiarii,  efÇi»clui  oùxit  x ainli  A 

tX^lH390D^  k  fibkvcHe  viiviir 

=  ^13        Vpmiguc  la  ^j^tri^c  puiI-- 
fShee  de  jp    rroiive-fcote^  eri  pmvéatùê 
auft  ï  i'  r     djjlà  rdfulce  ^x*^  * 

•      571x1  =<^-35y-'  ^  " 

L  jv  * 


Si  npus  regardons^  à  préfpUt  Oftci  coin- 
i|pe  le  câs  com)u>,  rtous  avons 'i%=î3  U  tz 

*^39  p  àL  OOQS  obtenons  ane  nojuvâlie 
Valeur   de   jc     qui  çft  y — -  V!:^'^\±*'>è^''''^^ 

i9a,riou=:^*,         .  ^  Z'.  "  .       .  •  • 

Nous  alUfis  confidércfr  de  b  înémiî  ma-  ^ 

nîere  la  formule  un  peu  plus  gén^raJ^^»' 
'4-*cx4c-4-<f jc* ,  &  iious  prertdr^iSs  pour 
cas  ponnu  ,  où  elie  devient  un  quan*é  ,  V 
c=A   'de  fiirtc  que  a  -f-  cfth-\-eh^=^kU  ' 
^     Su ppofûds  donç ahn  de  trouver  pai-là  . 
M'abtrts  yifcars       ^A-fj,  &  nocre 

formule  prendra  la  forme  fuiyaiitt  :  '  " 

'   *  \^     •    -  .  -,  -  • 

  1^  I  r       V  • 
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te  premier  ttirme  étant  un  quarre,  nous 
r  '  Tuppcfcrons  que  la  racine  quarrée  de  cf^cftre 
formule  .elè  k  ^ p^^' —  ^yy\  ^  formule 
c!lc-ménie^i!evra  'ecre  égale  au  cjuarré  kik 

niipons  à  préfenc  p  ^  q  ,  afin  cic  ictrùttiy- 
èhcr  ics  ftconJs  &:  les  troificmes  cermci', 
nous  aurons  pour  cet  effet  xch  +  /^eh^^^zkp  , 

ofr  j>=—  ,  &  c     6  ehh'\'%kq'-\rj>p'j 

fttf  ntârrirenanr  les  termes  fùT- 

vans  étant  divifés  par    ,  fe  ^r44uiCenc^  à . 
^quafîori  ^eh^ey^^pq-^'qqfy  qui  'donné 
étffin  y  &  (>apeonféqnent  auffi 

la  ya!eujPA:=  A--}-y ,  qui  fait  que  la  raclna 
ti«arréedeço4reforniule  cft  ^+py+^y/^ 
Si  après  cela  nous  regardons  ce  nouveau 
i^as^fomme  le  cas  donné  ,  nous  pourrons 
trouver  un  autre  nouveau  cas  ,  &  conti- 
nucf  de  la  même  manierez  autant  que  noi4S 


voudrons.  ,\        •  :  •  y"  - 


^^'R^pidoo^iTaiticlc  pfccédc^orf  Iiis  clair  ^* 

,<j4«is  UquclJ^  ^  =  I,  c  =  — .ylc&  d:  =  I.  Qp 
^MrauflHhi^  cjAic  le  c«  cbnna  eft  i  , 
&  tjy'aijféi  k,^  I  ^1=1,^  nous 

i4'»bl)rdqiicp  =  i  &  cnfuicc.^  r;=  X^  &  cw 
le  cas  cqnçu  ,  ^  on  n'eu  a  pas  trouve  ua 

éauveâu  ;  _iii4Î5       .y'ôa  yut>#'t<mii 

;     .    >•  '  ..143.  '  t  ♦  •  '  - 

on  fait  X  a=«  I  -|.y  ^  4c  la  raciacMP^i^}-^ 

*\'H7y  9  ^  /i^^  ^^ï~4  >  ^  ^^^^^  ''^^ 
iMte  y^o  &  xi  i  ;  ce  qtai  nVft  ^  comiM 

ei^dellks  ^  rien  de  nouveau* 
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^  ^ Autre  exemple.  Soit    formule  i-p8.^x  . 
^.v*,  GÙ  ^2=1  ,  i:=8  &  e=i.  Unç  le^ 
gcre'cbrifidéracion  fiiffit  pour  remarquer 
.le  C2[s  fatisfaifant  x— ^  ;  c^r  ea  luppq-  ^ 
faflt  M=2  ,  on  trouve']f=7  j'  ainfi  faifant 
••^=1  -fy ,  &  la  racine  =7  -f-p}:  +  ^'y^  , 
bfî  aura  p—%  6c  (^  =  y^  ,d''où  icfukc  y 
'î=  —  r^n  &  i ,  &  on  jJêut  omet- 

twàans  ces  vafeurs  le  fi^ne  mo///^.  Mais 
'obfeljion^  de  plus  dans  cet  exemple,  que  , 
.puiTque  le  dernier  terme  cft  en  fci  déji 
un  f^kvxéy  &:  qu'il.dbit  donc' demeurer  audi 
un  qiifrré  dans  la  nouvelle  formule  ,  ou 
peur  éjgalemeilc  appliquer  ici  le  ^prôcéd'c 


&.ÛOUS  a^uç^ns 


•V  > 


pxpreflion  qu'on  peut  maintenant  trans- 


former  cnunquarre  de  plufiedrs  mnniercîj 
Car  d'atord  on  pcjjt  fuppoter  la  raciHc  =  7 
^  '^hpy^^y'  y  ^  P^^  confcqurnt  la  formule 
ff^afc  au^uarrc  49+ ï^^y+Hyy+2./^y 

-j-y  ;  evanoilir  les  penuhicmcs  cer- 
niez par  la  fuppofition  à(i  ip  =  Q  ,,ou  de 
^==4  ;  divifcr  les  autres  termes  parj^ ,  4^ 
fir<fr  de  l'cquation  (S^-^jij^ri^/^-f-i^y 
^rP.^  —  ')6H^3<^'^  ;  la  valeur  4 

—  2.  ,  ou  X: —  j  z  ^  ce  qui  n'cll  à  la  ve- 
nte? guç  le  cas  déjà  connu. 

Mais  fi  Ton  chcrcljc  à  dcTtcrmioer  p  (fe 
ftçqn  (jvicjçs  féconds  Termes  di/paroiflcnf  , 
t)naura  i4./7  =  ($ij  ,  6c  p  —  'y  ;  Se  les  au*? 
t^es  termes-^  di viles  par  j^v  ,  focmerotic 
r'équar/on  i4+;7;)4^^^  Qtf  ^ 

+  ?J=^3^  +  %,  d'où'  Ton  tire  j=;=— 2? 
&  par  cojiféqueflC  :r==  —    ,  ou  x=  f'^i 

cette  valeur  transforme  notre  formulé 
en  un  qnarré  ,,clopt  ,1a  racine  eft  'P.c 
plus  ,  comme -^vy  èVft.  pas  inoif^s  la*  ra- 
cine du  dernier  terrnc  que  ne  Vctï  -^jy  y 


*•  |Mafr)Mtf'£]p^o(crâa  racine  de  la  for>- 

^vawoiiir  les  ternies  péaukiQuics  ^^^en  fiïp- 
Ic^  amces  pM  j  ,  on  croulera  .^4.  -^^o/ 
ddoixc  y^-^  4  ,  6>ft-à-dir<i'de  nouveau 

Ics^licçond^  tejmes ,  00  aufoit  ^4— 14^^ 
•  &  p  =s*ç  ;  par  coc)féi|)9ient  etf^dMfirnt  lesr 
aHtrçfi^  tûraiicf  jNrjjr^,  oa  ojjueadfdk'^z 

'|^e*c0?^-mrc  les  même^  vai^^r*  ^juç 

On  peut  procéder  de  la  mcpip.  md^ici^ 
à  l'/gard  de  la  foriiuile  gén&'al^.  ^r^À^ 
•^cxjc-jri^^'yf  quand  on  cqqoo^c  '«| 
fas  comme  xsssA,  daps  leqiiei  ^Ue  dtyieoc 


4  . 
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Un  quarr^  mdtliode  efl  toujours 

.-fuppofer  enfuire  x=;;=A+j^on  obtient  par-là 
^riQ  formule  d^aucant  dè  xerrnes  que  4'au- 
•  trc^  ^  fe  premier  defqu^s  cû  kk  ;  (i  après 
çelaon  exprime  la  racine  par  k+pj+g-^y  ^ 
^&  (Ju*on  d.ctermine  p  &  ^  de  manière  qu« 
les  fccorids  &  les*  troiliemes  termes  difpat 
roiHcnt  aufli,  les  deux  derniers  ,  pouvant 
çcre  divifés  par    ,  fe  reduifent  à  une  lim- 
plc  équation  du  premier  degré,  delaquelte 
^.oa  tire  Facilement  ^  ,  &c  pat  conféquenc 
aufïi  la  valeur  de  x. 

Mais  on  fera  x:ependanc ,  comme  aupa- 
ravànt ,  obligé  d'exclure  un  grand  nombre 
de  cas  que  donne  cette  méthode  ;  favoir 
ceux  où  la  valeur  qu'on  trouve  pour  x , 
.  rCcfi.  autre  que  celle  de  ^x—h  ,  qui  étoit 
dônnée  ,  &  dans  iefqaels  pat  conféquenc 
on  n'a  pas  f>it  un  paVçn  avant  ;  ces  fortes 
de  cas  indiquent  ou  que  la  formule  çû  im-- 
poffijDlq  en»elle-méme,  ou  qui!  faudroic 
trouver  encore  quclqu'auA-e  cas  oii  elle 
(S  dévînt  un  quarfé^^  ,  ,  • 


Google 
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Et  VoUà  jufqu'où  an  cfl:  parvenu  jufqu^i 
préféhr  tfens Ta  réfolurion  des  formDfe^'qiii 
fotiD  ailcdëcs  (Ju  figne de  la  racint:  quarrdc. 
Ori^Vfhîc  encord  ai5cïïné*^f(fC'(ftT^?e'tTç  pour 
celles  où  ids  quantités  qui /ont  fous  le  fîgne 
pançnt     quatrième  deçrt?,  &  lorfqù'jl  fe 
prcfcntc  (les  iqrfnules  qui  rcnicrfnent  la 
cinquKmè  pul(l*ance"6u  une* puifîance* plus 
haute  de  x,  Its  artifices- quç  nous  avons 
-développcfs  ne*  fiiffifetît  fz^  pour  les  ré*-' 
foudre,  quand  même  on  auroit  un  cas 
donné.        •  -  »H#  ^     '  ^  -  -  • 

Pour'qu\ïn  puiffc  mieux  fe  conl^rffcre 
•de  la  vérité  de  ce  que  noiis  difons.  ,*  rtOuS 
confidérerons  Ma  formulc*''AA-|-  bx-\^<:x^ 
*'^dx^^cx^-j^fx^  ,  dont  fe  premier  terme 
'  êff'déjà  on  (juart-é.  S\  on  •^èuloit  ,  aihfî 
•qu'auparavant,  fuppofev  la/acioc  cîc  cette 
formule  ,  ^l-^px-f-ijik  ;  &''détermîheîf 
p  Se  q  do^  manière  à  fair^e  dîfparoîtrc  les 
fcconds  &c  les  tr(t?fteiYié^  termes ,  il  reltc- 
roit  cependant  toujours  encore  trois  termes 


iFjS\:       El  É  U  E  N 

,    •  • 

<^ui  ,'divifés  par  x\  formeroicnt  une  équa- 
tion du  fécond  degré,  &  on  ne  pburroît 
évidemment  exprimer  x  que  par  ,ufic  nou-' 
vclle  quantité  irrationnelle.  Mais  voulût* 
on  fuppofcr  la  racine  =:A  +px-\'qxX'\-FX^ , 
fou  quarrémonteroità  lafixieme  puiflance,- 
fie  q.uan4^  même  ,  -par  confdqucnc*,  on  dé- 
tcrhiincroic p  ^q&c  r  de  façon  à  retrancher 
les  féconds  ,  troifiemes  fie  quatrièmes  ter«< 
mes  ,  il  n*ea  re(}eroit  pas  moins  la  qua- 
trième |.  là  ciiK]uieme  &  la  (ixicilie  puif- 
fancc  ;  &.  en  divifant  far  x* ,  on  ne  laif- 
feroit  pas  d'avoir  une  équation  du  fedbrtd 
degré 3  qu'on  ne  pourroir  réfoudre  fans  le 
fecouris  d'unfigne  radical.  On  voit  par-lâ 
^'e^  effet  nous  avons  épuifé  ce  qu'il  y 
avoir  à  dire  fur  les  formule^  c[\n  doivent^ 
être  transformées, en  des  quarrés,,&  il  ne  ^ 
nous  rcfle  qu'à  paflTer  aux  quantités  afFeç^' 
fiées.du  figne  de  la  racine  cubique.      •  • 


Chapitre 
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Delà  Aîiiihode  de  rendre  rationnellela  for. 
^  mule  irrationnelle  k  a-|-bx-|-cxx-|-dx*,  ' 

-;.^>.^-  -147. 

\J  N  cherche  donc  à  préfenc  des /valeurs 
.  ccile;^  que  la. formule  û  -|-  bx-\'CXJ0^ 

^sJ-J^' devienne  uncube  ,  6c  qu'oa  en  puiili- 
extraire  la  racine  cubique.  Nous  prévien-* 
drons  au(Ti-tùc  qu'on  ne  pourroic  cfpérer 
aucanc  folution  cette  ef^ece ,  fi  la  for- 
jc^ulc  paflToic  Je  rroificmc  degrç*  ;  &ç.  nous 
ajouterons  que  fi  elle  n'ccoit  que  du  fécond 
^^egre' ,  c'eft-à-dir.e  que  le  terme  Jx'^  dif- 
parût,la  folutîop  n'en  dcviendroic  cepcn-» 
jljgjy  pas  plus  fgcile..  Quant  au  cas  où  les 
5de\it  derniers  termes  difparoitroienr  ,  &: 
âd^i\s  lequel  ferpîr  la  formule  û-j-Z' a:  qu^il 
s'agiroit  deVcduirc  çn  cube  ,  on  voit  alTez 
qu'il  oc  l'oufiVe.  aucune  diffijçulté^  ^qu'ça 
tfa  qu'^à  faire  a-\-bx=p\  pour  trouver  fur 

le  champ  x  =  ^r — •     ;    •  ' 

Tome  IL  \    ^  M  • 
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'  Noù^  devons  femarquer  de  nouveau  ^ 
avant  que  d'aller  plus  loin  ,  que  lorfque 
ni  le  premier  ,  ni  le  dernier  terrac  ne  font 
des  cubes  ,  on  ne  doit  pas  penferàréfoudrc 
la  formule,  à  moins  qu'on  ne  connoiirc  dcjè 
.lin  cas  où  clic  devient  un  cube  ,  foir  que 
ce  cas  fcpréfentenaturellcmcnt ,  f  oit  qu'on 
ait  e'ré  obligé  de  le  chercher  par  le  tacor^ 
Dément.  • 

Ainfi  nous  avons  d^abbrd  trois  efpece$ 
de  formules»  confidérer  :  l'une  a  lieu. quand 
le  premier  terme  eft  on  cubie  ;  &  comtfié 
alors  la  formule  s'exprime  par  f^-^ç-bx-^xst 
^dx\  on  s'apperéoit  immédiatement  qûe  ^ 
'le  cas  connu  cft  celui  dex=:o.  Lû  fécondé  * 
cfpece  compx'cnd  la  formule  a-^hx^cx^^ 
•+-^V ,  c'eft-à-drre  le  cas  coi  le  dernier* 
terme  cft  un  cube.  La  troificme  efpece 
cflfin  ctt  compofée  des  deux  prçmîert*'^ 
&  comprend  les  cas  dan^  Icfquels  tant  le 
premier  terme  que  le  dernier  terme  cft  ua 
cube»  -1 


/ 


Digitized  by  Googli 


149. 

V  ■  ^ 

Premier  cas.  Soie  /"'-j-i-v-j-CArjc-^^/x^  la 
formule  propof(fecJu'iI  s'agir  Je  transformer 
en  un  cube.  . 

Suppofon^  que  racine;  foit  =/^-/?.r  , 
.  &  paf  conféquent  que  la  formule  foîc  cigale 
flucuhe  /'-j- 3/7/7At  3//?/>xx -^-p^x';com- 
me  le^  premiers  ccrnrtes  tHlparoiffcnc  d^cux^ 
mêmes  ,  nous  eldcermincfons  p  de  façon  à 
faire  dîfparoîtfc  aufli  les  ftcortds  termes,' 
favoir  en  faifant  6  ^  ^ffp  ,  ou  p  =^  -yj  f 
^réfenremenc  les  termes  rcftans  ,  ?tanc  di> 
visibles  parxjf,  donnent  c+dx  =  Sfpp-^p^X  * 

/?' — (/.  *  * 

^  Si  fc  dernier  terme  dx^  ne  sVtoît  pa^ 
troùyd  dans  la  formule  ,  on  aufoit  pu  fup- 
^St^  îîmpicntértt  la  raèînc  Cùbique=/', 

(k  on  auroic  èu/'=/'-l-Ajf-|"^*^  ,  ou  ^ 
-)-rx  =  o  Ce  x  =  -i^7  ;1mais  cette  valeur 
ii'awoic  pu  fervir  à  ca  trouver  d'auf res«  / 


t8o'     r^E  r  i  "M  M  N  s 

Deuxième  cas.  Si  enfccondlieu  l'exprcf- 
Çon  propofcc  a  cette  forme  ,  fl-j-ix-j-cxx 
^i^'jc',  on  indiquera  fa  racine  cubique  par  ^ 

p+gx  Aoni  le  cube  eft  p'-j-3SPP  '^'i'3SSP^^ 
-j-g'x^ ,  de  forte  que  les  derniers  termes 
le  détruifcnr  ;  maintenant  qu'on  détermine 
p  de  fiacon  qu'auffi  les  pénultièmes  difpa- 
loiflenc  :  cela  fe  fera  en  fuppofant  c=3ggf^ 
ou  p  =  rr, ,  &  Içs  autres  termes  donneront 
cnfuicc  a  -|-  /?x=/)^-|~3?? >  ^'^^  ^'^^ 

•  "  ■  -  '     »  JS!"      '.  's- 

M'        '  '  tir-  O 

Si  le  premier  terme  a  avoît  manqué ,  on 
auroit  pu  fc  contenter  d'exprimer  la  racine 
cubique  par^x,  &:  on  auroit  eu  o^x^^hx, 
+  cxx;^  g^x^  ,ou o=i-|-c"jc,  donc  x=:— ^jj^ 
mais  cette  valeur  ordipairemcnc  ne  fcrcde 
nen  pour  en  trouvcrHl  autres.  ,  ^ 

Trpijieme  cas.  Siût enfin  rroifiémcmcnc. 

la  formulcy  '-J-Â-^c^"  cxx^g^x^ ,  dans  la- 
if  ••i 
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(jucllc  le  premier  &  le  dernier  terme  fopc 
des  cubes,  il  cft  clair  qu^on  pourra  la  traiter 
comme  Tune  &  comme  Pautre  des  deux 
cfpcccs  précédentes ,  6c  par  confequeq^ 
qu'on  pourra  obtenir  deuîw  valeurs  de  x,* 
^  Mais  outre  cela  on  peut  auffi  faire  1.  ra- 
cine =/-{"g^  >  puis  égaler  la  formule  au 
cube  /'  4"  ijf^x  -j-  4"  g'^^  ,  Se  à 

caule  que  les  premiers  &  les  derniers  ter- 
mes fc  détruifent,  &  que  les  autres  font  di-. 
vifibles  par  x,  parvenir  a  Téquation  b-j-cx 

=3fJë'^3fgg''  y  qui  donne  • 

•  Xiorfqu^au  cnntrnîftî^ï!  formule  propofrfe* 
n'nppjrtient  à  aucune  des  trois  cfpeces  ci- 
defîus  ,  on  n'a  d'autfc  refTourt'c  (^iicf  de 
chercher  à  trouver  une  valeur  qui  change 
cette  formule  en  un  cube  ;  enfuife  ayant 
trouvé  une  telle  valeur  ,  par  exemple,  je.:- 
ï=/i ,  de  forte  que /74"^A-f-c^^A'^t/A'=^*, 
on  fuppote  x'szrih-^y  ,  &  fubllituant  on' 


trouve,.'  '    '     -  ' 
•2»  "  'Ji  iij 


f8; 


hk4-hy 


M' 
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/l'  +    4-  ic/2+3  J/z/Oy-f  (r+3^//0yy+ûfy^ 

*Cerre  nouvelle  formule  appartenant  à  U 
première  cfpece  ,  on  fait  comment  on  doit 
lidéterminer  y  ,  &c  on  trouvera  par-là  une 
nouvelle  valeur  de  x  ,  qu'on  pourra  faire 
fcrvir  enfuice  a  en  trouver  d'autres. 

.  -    153.  -   ^  • 

Eclajrciffbns  cettç  méthode  par  quelques 
(exemples ,  &  fuppofons  d'abord  qu'on  dc- 
.*fnandc  que  la  formule  i  -j-  x      xx  ,  qui 
appartient  à  la  première  efpece  ,  devienne 
dio  cube.  Nous  pourrions  faire  auili-tot  la 
racine  cubique  =  i  ,  6c  nous  trouverions 
^'^xx=:o  f  c'eft-à-dirc  x(i-^x)=xo  ,  ôc 
par  confcfqucnt ,  ou  x  =  o ,  ou  x  =  —  i-^ 
inais  nous  ne  pourrions  rien  concliire  del4, 
.J^ïlcrivons  donc  pour  la  racidc  cubique  i 
px ,  &  comme  le  cube  en  eft  i  Jpip 
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3P  f^*  +  P^^^  »  tiQU^  aurons  i=  ^  p 

9^  p=^\  ;  moyennant  quoi  les  atftres  ter- 

toes  étant  tlivilcii  par  a  a  ^  donncat  izi=:^pp 

.  -h/'^,  ou  x=^I^'  y  or  /^==|  i  auiti 


xz^UiKiS  ^  ^  uocrc  formule  efti-|-i8 


+ 3x4^=343  ,  &:  la  racinç  cubique  ,  i  +px 
7=^'j:  Si  nous  coatiauoos  à  préCu»  ,  en  fai- 
ifîuK  jâ=iB4-*  y  »  notre  formule  prendra  U 
fbnst  34.3+37J+yy^  ^  fmdm  par  la 
première  cçgle  en  iuppofer  la  racine  cu-^ 
hiqm  ^nsrf-j^py  /  en  la  comparant  après 
€€;ia  av«€  le  fittbc  343Hr^4?^*i~^i;';'yy 

H^^^yl,  nous  voyons  qu'il  fauc  iaire  3^ 
wsst^jp^  ou ;  4es  autres  ternies  do^ 

ncnc  en  ec  ea:>  Tei^uacion  izz:^z  ij/p'-^p  y  ^ 

4^oèi  nous  {trous  valeur  de  i|fc=;lZZli£S 
/  ;         '  •=  pi 

_     340^1.  147  V, 

 ^7-.— — —  i^.ir  a  P^uc 

conduire  de  la  aicine  manière, à  ^  nou^- 

vellçs  valeurs. 
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*  .  xjlok  piopett  d'égaler  à  ua  cii^  cetci| 

^  autre  lorniule  ^rj^J^èr  Gommjf  on  crouyc 
iÊSfnsvAèta^i  casxr=  5  ,  nous  feroAs 
aulE-  tôt  ,  &  nous  auroji^s  2,7-J-ioy 

rj-yy ,  nous  en  fuppoferons  fa  rinrine  Cu-^ 

'  bique=g-"|~7J  9  ^^'^^      ivrmule  même 
e=rl7-|-a7;7y-^9/7pyy-|-p^y ^ ,  ft*  noifS  ao- 

tpns  à.iaîre  lo^ay^,  oa  jia^;  dond'ti^ 


devient  s^>4««((=s^bM  i  Iv^tecia» 
c«biqu«  K  peut  tnanqaec  ^^àice  *3-|'/';^  . 
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Voyons'tuffi  fi  cette  fornjuîe-ci,  i-f-x' 

peut,  devenir  un  cube  {jiors  des  casévidetis. 
de  3^=0^^  &  de  flr=— ^i.  Nous  renKir- 
c|^ons  d'âbord  que^  quoique  cette  formule 
appartieiMie  à  la.  troifteme  efpè'ce ,  la  Hi- 

P'  ye  x-^x  ne  oous  eli  ceoeodanc .  d'aucua 


*  Diyiiizeo  by  GoOî 


\1f3ge  y  parce  que  Ton  cube  i -{*3'^"{"3^'^ 
-f-x'  ,  étant  égal  à'îa  formule,  denne 
^3A^=ro  ,  ou  A(i-[-x)=o  ,  c'cft-à-dirc 
^ijf.nouwu  x^o,  ou  a:= — i. 

Que  fî  nous  voulions  faire  x= — l'^'V, 
fious  aurions  à  transformer  en  cube  la  for- 
mule — ^^yy-j-y^  ,  qui  appartient  à  la 
féconde  efpece  ;  ainfi  fuppofant  fa  racine 
cubique  =p-^y  ,  ou  la  formule  même 
égale  au  cubcp'-j-  3p/?y-|-3/?yy  -|-v',  nous 

jurions  —  3=3p  ou        — i  ,   &  delà 
Téquation  3y:=rp*-^3/7py= — ^'j'SY 9 
donne  j=ir--,  ou  infini;  de  forte  qu'on  ne 
tire  aucun  parti  non  plus  d&  cette  féconde 

^  fuppofition.  Il  oe  faut  pas  s'en  étonner, & 
c'eft  en  vain  qu'on  chcrcheroit  d'autres 
valeurs  pour  x  ;  car  il  cfl  démontré  quç 
la  fomme  de  deux  cubes  ,  comme  r'-j-x*^^ 
ne  peut  jamais  devenir  un  cube;  ainfi,  en 
faîfant  /=i  ,  il  ell  clair  que  la  formule  , 
i-^Dc^  ,  ne  peut  devenir  un  cube  que  dans 
Jes^cas  q^uc  nojis  avons  ài%f^  ^ 


a 

9 

'  On  trouvera  pareillement  1^  h  ior*^ 
IJkulc  ,  2 ^  ne  pcuc  devenir  cube 
dans  le  cas  xss^i^  Ce(te  formulç 
ai^pariicnt  à  la  feci^nde  efpece  J  maii 
'Ipe  peut  y  appliquer  la  règle  donnée  pour 
ce  cas  ,  parce  que  les  ccrïçcs  moyens  nian- 
^ucnr«  C'eft  en  fuppofent xï= — l-|-y,cç 
qui  donne-— ri-j-^3y — 3yy^"y'  f  qu'on  peut 
craiter  la  formule  fuîvànc  tous  les  trois  cas^ 
&c  qu'on  peu£  le  ço.avaincrc  de  I|l  f  ériié 
de  ce  que  nous  avançons.  En  effet ,  fi  dans 
]f  preinier  cas  on  fait  la  rapine  sis^y  ^ 
^ont  le  çubç  eft  i'i"3j"f~3j>'f"X',  00  a  ' 
] — 3yyte3yy ,  ce  qui  peutctre  Vfiii  que 
Jpdque  j==o,  Qu'on  iuppofe  ,  d'après  !e 
fecoMl  cas^  If  racine  — 'i*4^y  ->  ou  fa 
formule = — i-f^iX — 3yj-^y  ^onaura  i 
•+-3yta — *+3y  f  &  y=TO«  «o«  valeur 
iniioie.  Le  troi^çme  cas  eniia  exigcroiç 
f|u\iti  fiif^posàt  la  rscÎM  i  -fy  ,  ic  qu'on 
$  déjà  isdt  pour  le  premier^ 
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Soit  propoféc  aufli  !a  formule  3  "^^^^ 
qui  doive  devenir  un  cube  :  ce  cas  a  lieu 
premièrement  fi  x  =  —  i  ,  mais  on  n'en 
peut  rien  conclure  ,  enfuice  auflî  quand  ;f 
=  1.  Qu'on  fuppofc  ,  à  caufe  de  ce  fcconci 
cas  ^  X  =  y  on  aura  la  formule  17 

3^y"{~  ^^y.y"h3y'  i  ^  comme  elle  elt 
de  la  première  efpccc  ,  on  fera  fa  racine 
=  3  -j-  py  ,  dont  le  cube  cii  2.7  -|-  27/?/ 
^^ppyy^py^ }  comparant  maintenant, 
on  trouve  3^  =  27/7  ou  ^'==7,  &  delà  rt-- 
fuite  l'équation      -]"3y  =  9/^/?4-/^'y= 

y  >  ^^^^  donne  y  =  &c  par  confd- 
quent  x  =  -î^.  Donc  notre  formule  3-f3.v^ 
=  — ^  j  &  J^^cine  cubique  3  -j- py; 
=  ^,-  fie  cette  folution  fournira  de  nou- 
ycllcs  valeurs ,  (i  l'on  en  fouhaite. 


..-158. 


T  C  ?S- 

5Î  --^ 


Confidérons  encore  la  formule  j 
dcvjcpç  uq  cube  dans  deux  cas  qu'on 


peut  regarder cfîm me  connus,  favorr.v'îsi Si 
&  .Y  =1 1.  Si  nous  faifons  d'abord  x  =  x 

,  ce  fera  la  formule  8  ^Y'f'yy 
devra  être  un  cube  dônt  la  racine  foir  z 
7  y,  &  ce  cube  étant  8  -j-  4y  -j--  yj^ 
^hy^f  nous  trouvons  i  =  ^  -j-  '  v  ;  donê 
y—-)  &C  x  =  ii ,  c'eft-à-dirc le Iccond  cas 
donné.  ^ 
Si  nous  fuppofons  à  pVéfcnt  x=i  T-f-j^ 
nous  avons  ii5-|-zzy--j-yy  ,  ce  qui  étant 
cfgalé  au  cube  de  5-^/?y ,  oij  à  115  ^-75/^7 

^"iPPyy  +  P'jy  'P  =  ^y  &  par- 

là  i  =  i<^pp'\'p'y  ^oup'y=i  —  iyyp 
r=  —  \^,&c  par  confequcnt  y  =  _  ^ 

A:  V- —  '♦'i  ' 

Puifqjjp  I  peur  d^^alcmcnt  être  nc'gaiif 
&  pofitif,  fuppofons  X  =^t7,  &c  notre 

formule  deviendra,  .  ce  jGux  doit 

ctre  un  cube  ;  multiplions  donc  les  deux 
termes  par  1 — y  ,  afin  que  le  dénomina- 
teur devienne  un  ci^b^  ,      cous  .aurons 

a_8y-h8yy— 8y^  .  .  r  r  ' 
 7  ~- — --j  oc  ce  ne  fera  plus  que 
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îe  fldm(fraccur  8 — Sy-J-^^T — 8y^  /  ou  ,  erf 
divifaflC  par  8  ,  que  la  formule  l — y^yy 
—f  qu'il  s'agira  de  transformer  en  un 
cube.  Cette  formule  fe  rapportant  à  routes 
les  trois  efpcccs,  conformons-nous  d'abord 
àla  première,  en  prenant  pour  racine  t 
— \y  ;  le  cube  en  eft  i — :^~|"7^vy — :^ 
' \  ainfi  nous  avons  t — y  =  7  —  r^y, 
17  —  i'^v  =  9  —  y;  donc  vrrrrl'^  ;  donc 
-^-yrzrl^ôc  1  — y  =  f,  ;  donc  x=  II  , 
comme  auparavant. 

*  On  trouveroit  le  mcme  reTufrar,  en  re-^ 
^rd^nt  la  formule  comme  de  la  féconder 
efpcce.  * 
^  Enfin  ,  fi  on  vouloir  s'en  tenir  à  la  troi-^ 
ficmc  &:  prendre  pour  racine  i —  y  ,  donc" 
le  cube  ctt  i — 3  y-j-Syj — ,  auroît* 
—  I  ^-y=— 3-f-3y  ;&y  =  i  ;ainfi  x= 
ou  infini  parconféquent  un  rdfultat  quF 
n'cft.  de  nul  ufage.  ^ 

\    ""  '^  •  159. 

Maïs  puifquc  nous  connojfTons  ddjà  Jcs 
deux  cas  ,  x=i  &c  x=:i  i  ,  nous  pouvonîi^^ 


I94  Z  K  M  £  N  i 

faire  aiîffi.v  =  ^^;  car,  moyennant' ceTa^ 
(i  j  =  o ,  on  a  X  =  z  ;  &:  fi  y  =  GO  ,  on  a 


^  ^       -  termes  par  i+j  ,  afin  que  le  dçnomina- 

.  îcur  devienne  un  cube  ,  ôc  ce  fera  le  nu- 

:  meraccur  8  4- éoj-^  I77yy4"^^5  y' 

s'*agira  de  transformer  en  un  cube.  Si  pour 
cet  effet  nous  fuppofions  la  racine  =  z  +  5y, 
nous  verrions  difparoicre non-feulement  les 
deux  premiers  termes  ,  mais  auffi  les  der- 
niers. Ge  fcra^onc  à  la  féconde  efpecc  que 
Dous  rapporterons  notre  formule  ,  en  pre- 
QIbnc  pour  racine  p-j-^y  ;  le  cube  en  ctt 

'\'i')pyy'A'^'^sy''  ^  ^^"^^  nous 

ferons  \n-jz=Lq<^p  ,  ou  p  =  ^  ,  &:  il  en  rd** 
lulre  8 -j- 6oy=r^  -J- i5^/;y  ,  ou —  y 
=  !:L-:  ,  ôc  y  =  ^>  ,  d'où  Ton  pourroK 
éirer  une  valeur  de 

Mais  on  peut  fuppofer  aufïïx=:^^,> 
ic  dans  ce  cas  notre  formule  devîèric 


^Soit  doncA:  =  ^}',  &:  notre  formule 
devient  4-4- -  .  om 

^iti^^^fîiZ^  .     multiplions   les  deux 

(1+7)'  ^  I 


V 
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de  force  qu'en  multipliant  les  deux  termes 
par  I — y  ,  on  a  8-f-28y-j-89yy — iX5y' 
à  transformer  en  un  cube.  Si  donc  nous 
fuppofons,  conformément  aj  premier  cas , 
^la  racine  =;:2^yy  ,  dont  ie  cube  eft  8 
iSy        y  y        y* ,  nous   avons  89 
.    — I25y=^7  ,ou^j='^',  &  par 

conféquent  y='^^=~  ;  d'où  Ton  tire  x 
r==ii  ,  c'^eft- à-dire  une  des  valeurs  déjà 
cônnues. 

Mais  confidérnns  plutôt  notre  formule 
relativement  au  troifîcme  cas  ,  6c  fuppo- 
^  fons-en  la  racine  =:x— çy  ;  le  cube  de  ce 
*  binôme  étant  8 — 5oy4-i5oyy — li^y^  ^ 
nous  aurons  2.8-^897= — 60 -\-  i^oy^ 
*  ^donc  y  =  J;7  ,  ^^où  l'on  tire  .v= — ~  ;  de 
forte  que  notre  formule  devient  =  ~y  , 
ou  égale  au  cube  de 

♦  1 60. 


1 1' 


1- 


Voilà  donc  tes  méthodes  doncon  eft  en 
poffcffion  quant  à  préfcnt ,  pouf  réduire 


1^  a 


dos  formules  telles  que  celles  que  nous 
âvons  cbnfidérdcs ,  (oie  à  un  quarre  ,  foic^ 
â  un  cube  ,  pourvu  que  la  haure  puiffancc 
àc  rinconnuc  ne  pafle  pas  le  quatrième  de-  ' 

-grc  dans  le  premier  cas  ,  ni  le  troifieme 

.dans  le  fécond  cas. 

On  pourroit  ajouter  encore  la  queftionih 
de  transformer  une  formule  propofcc  en 
un  quàrré-quarr^  ,  dans  le  cas  ou  Pinçon- 
nue  ne  palTcroit  pas  le  fécond  dcgrd.  Mais 
^  ôbfervcra  que  fi  une  formule,  telle  que 
û-ybx^cxx  ,  doit  être  un  quarrti-quarre', 
il  faut  premièrement  qu'elle  ioit  un  quarrc, 
après  quoi  il  ne  rcftcra  qu'à  ftîrc  de  la  ra-^ 
dne  de  ce  quarrc  un  nouveau  quarré  ,  par  ^ 
ks  règles  que  nous  avon^  donne'cs  pour 
fccla.  Que  r.v-j-y  ^  par  exemple  ,  doivc^  ^ 
être  un  bi-quarr'é  ,  on  fera  d'aborJ  un 
quarré,  en  prenant  .v=r''^'^^^  ,   ou  lien 
auffi^=^-^  ;  la  formule  alor:*  (.^vunc 

égale  au  quarr/i^^?^-19î:: 


'£:> 

y-; 


auc  rrans-* 


former 
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former  la  râcîùe  paf «Btfntttl  'tu  trfi 
quarré  ^,qu^on  multiplie  dans  ce  ddTeîolts 
deux  termes  par  tpq  ,  afin  que  le  dénoim* 

naccur  deveuaa;  up  (jiUMTf  ^  >  00  xv^i^.à  uaU 
ter  que  le  niiméraccur  ^pgijpp'^qq)*  On 
ne  peut  faire  un  i|uarré  dt  ccue  io/çmuls^ 
qu'aprcs  avoir  d^jà  tÇQuv  J  .uu  cas  Ta^isfai- 
(anc  ;  aiqti  fuppQfaot  f  ;s=t/>{  ,  il  faudra  q^ç 

h  formule  Vf  iC7iRi^+/«  a=ii''i(7 +{ï)b 
&  par  conft^uenc  aulFi  ^  en  divifanc  pir 

p%quc  la  formule  ^{{j-jriO  ua 

quarré.  Le  cas^  colinu  eft  ici  f^ï  f  t^dt 

pourquoi  00  fera  jsrîi-j-y  ,  flc  àti  aura 

,  doue  QQ  (uppotera  la  racine  att^ 

^aiè  à  la  formule  ,  donne  6-|*iyî^  f  j 
donc  y:i=îf  *c  !f*a«=  t>r  ;  âînii'ç==:^ 
£4 ^=3:8  ,  c©  jiii  rend  xzz^'^ ,  ,.%^ 
mule  7  4-  ^^=^*  Si  enfin  00  extraie 
la  racine  quarrée  de  cctce  iraâÏMr^ 
trouve  7^ ,  &c  tirant  encore  de  celle-ci  la 
'  racyie  qu^rn^e  ^  «a  troHfc  j  donc  c'eft 

Zp/ne  IL  • 


ê 


1^         E  z  é  M  S  ir  f  : 

de  g  que  la  foramlc  propoCée  eftlc  tjuarré- 

quarré.. 

i6î. 


Enfin  ifous  avons  £  remarquer  encore 
'3an$'  ce  Chapitre  ,  qu*i1  elt  des  formules 
dônc'oh  peut  fâiredes  cubes  d'une  manière 
tout-à-fait  générale;  car  il,  par  exemple^ 
r  je  doit  être  un  cube ,  on  u^a  qu'à  feirc 
ia  raciac=^  px  ,ikon  trouve  cxx=p^x^ , 

our=.;'x,c'eft'à-dire;c=5=— OU  x=^cq  , 

-eq  écrivant        licu.  dç  . 

.   La  raifon  eix  eft  évîdemmeDt<;ue  la  for- 

aiule -Gonfienr  un  quarr^;.c'ett  pourquoi 

toutes l^s  formules  ,-commeii'(  A-f"^*  )*  « 
4^\l.0l^'^iXûhcx^acxx ,  peuvent  très  fà- 
ctlemenr  fe  franf  former  en  cubes.  Fn  effets 
^u'onièn.fuppoie  la  racine  cubique  =  ^-^^ 

•dû  aui^a  l'cquation  ^(i^ri)*==r^-i^ 

-..^  y  / 

«ui,.dinféc  par  (b+cx)\  dôûne  tfss  ^^^^^ 

.i'où ToD  tire  x—  i  >  valeur  dans  la- 
quelle    eft  arbitraire* 
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if^  di  £  tti  JÊ,  M  R 

tl  eft  bien  clair  par-li  çpnabicn  il.  ef^ utile 

urs  coucçslcs  fnis^queccia  eûpoiiibie; 

croyons  >  av,cc  raifoçi'  ,  ucyuir  ttadter  àU 
long  dans  le  Ch^f^itrc.  i^vant^        .  - 


C  H  ^  ?.I  T         .XX  ' 

De  ià  È.éfofutiùfi  de  la  férmuU  ajcx-4«bxy 
T-cyy  tf/z  Jcsjûcuurs^ 


•  ♦  #  •  i 


Le  s  lettres  x  &*y.  neligmlieront  ici  que 
des  QOftfbres  ennçrs  "}  &  -bous  ^w'iis  vu 
fuffifammenc  dans  qui  a  précédé  4  3l 
même  lorfqi^^il  f;aI|oic;  ie  eonttntef  de  ré^ 
fulxats  &dâiopciâirdâ^  qu£j^.quçiiioQ  peii$ 
toiypurs  étrc  ramoW^e  à  <ks  noii^bres  èti- 
tiers.  Eu  effet  ^  ii,  par  exemple  ^  le,  nombre 
cherché  e^  uoe  ffaâigsi ,  pa  o  a  qu'à 
ia^rc  xââss^)  &  qn  po^'ra^pujonrs.â^neif 
t  &c  uQù  uuaibftà.eutisèrs ;  &  comihececte 

N  ij 


M 


E  Z  É  M  E  2^  s 

lËNiSâotï  peut  Vt  «lédttîre  à  fes  «AoiiHimtcf^ 

.mes  ^  on  regardera  Içs  nombres  tAcu  com*  . 

.me  n^ayant  aucun  commun  dÎTifeur. 

'  '  fuppofoBi  donc  que  dans  la  forinule  fié- 

Scnic  X  ic  y  ne  foicnt  que  des  nombres  en- 
tiers ,  &  tâchons  de  décermincr  qoelles 

,42;^urs  on  doic  donner  à  ces  lettres ,  pour 
que  laformulc  obtienne  deux  ou  plqfieurs 
iadcurs  ;  c'eft  une  recherche  préliminaire 

.  très-nécelTaire ,  avant  que  oous^puiffioas 

faire  voir  comment  cette  formule  ie  tranf- 

.  '         *  * 

forme  en  un  quarré ,  un  cube  ou  une  putC- 
fance  plus  haute..  •  : 

i6t  ^ 

Trois  cas  fê  piréletitéot  à  confidérer  ici. 
Le  premier ,  qu,^d  ia  formule  fe  décooi*  ' 
^  poferëelleflienfeiideuxfiideurs  rationnels, 
'ce  qui  arrive ,  comme  nous  avons  déjà  vu 
^ptushaut^  lorfque  W  —  ijjc  devient  un 
•  quarrtf*  •  *  i 

Le  fécond  cas  cft-cclui  où  ces  deux  fac- 
I  tâttrs  (ont  égaux  ,  tc  où  par  cooféquent  la 
'  fôrjnule  eft  un  quarré. 
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Le  croi£eiDe  cas  a  lieu ,  quand  la  fbr-. 

mulen^a  que  des  f-ideurs  irraiionneJs,  foit 
qu'iis  foienc  iîmplemeoc  irrariptinelft ,  ùàt 
qu'ils  foicnt  mcme  imaginaires,  lU  icroiic 
fimplemeiie  irracicmoets ,  lojfque  bb^^c 
fera  un  nombre  pofitit  lâusétffi  un  quarré; 
tb  feroncimagioaircs  >&&£^i{ceft  a^{;an£» 

■ 

i64.. 

« 

Si ,  pour  commencerpar  le  premier  cas , 
nous  fuppofom  que  la  formulefoitréfolubie 
eo  deux  iaâeurs  rationnels  y  on  pourra  lui 
donner  celte  forme  (/Sc-f-g^y)  (Ax-f-ij), 
qui  renferme  donc  oaturellemeoc  déjà  deux 
iàAeurs.  Voudra-t**Qii  enfuite  quelle  coq* 
tienne  d'une  manière  générale  un  plus  grand 
nombre  d«.  fadeurs  ,  on  n^aura  qu^à-  faire 
fa-^gy^pq  f  hx^kyssr/i  notre  for- 
mule deviendra  dans  ce  cas  égale  au  pror 
duic  pqrf,  elle  contiendra  par  conféqueitt 
quatre  faâcurs ,  &:  on  pourra  augmenceo 
oenombreà  voloncé.  Or^nousobtenonspar 
ces  deux  équacions-là  pourx  une  double 
v^lwr  ,  &voic  xsc^^^  &  Jtf  a5s^«  ce  ^ 

N  ii; 


I 


,  B  t  É  U  E  N  s.  • 

doolko  hpq^hgY=frf—/kr  ,  &  par  con- 
fcquçnt  j=f::^'  &  or  fi  Too 

v.oùt  que  X  éc  y  foient  cxp»imés  en  nom- 
bres entiers,  il  faudra  donner  aoir  lettres 
p  fq,  r  &/dcs  valeurs  telles  que  le  nu- 
ipérancur  foit  réellement  divifible  par  le 
jëDQminateur.;  ce  qui  arrive  lorlque  ioic 
pôcr,{okq  ôc/fopt  4ivilibks  par  çe 
npmîoaceur, 

* 


I  Pour  rendre  couc  cela  plus  clair  ,  fdt 
donnée  la  formule  xx—yy ,  qui  eft  corn- 
poiee  des  fkâeurs  (x+y)  {x — y).  Si  cetco 
formule  doit  être  réfoluo  on  on  plus  grand 
nombre  dp  iadeùrs ,  ôfl  fera  X'^y=pq , 
&c^-~^ya=irff  ic  oaaura  x^¥^,  &cj 
^oi^  l  or ,  il  fendra  donc  pour  que  ces  va- 
leurf  dcviciihcac  des  norabrcs  entiers  ,  qu5 
tes  dpur  nombres  pq  &  rf  foienc  ou  tou% 
deux  pairs  ou  tous  deux  impaiis. 

Soit ,  par  exemple  j  pssarj ,  y«3s5'>  r*»} 
^  JisLi  ,  on  aura  /?t^— 35  &c  rj^^  i  donç 

jras?i9  &  y5s3îx6  j     delà  xéixiXi»' x^^yf 
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t=io^  ,  lequel  nombre  eft  composé  en 
dfct  des  faftcurs  7.  3.  i,  de  forte  vjuc 
ce  cas  ne  fouâre  aucune  difficulté.         «  * 

166.  . 
Le  ftîcond  en  fbufFre  encore  moins,  (â^ 
voir  celui  ou  la  iormulc  renfermanc  deux 
feéieurs  égaux ,  peut  fe  rcpréfer  ter  Je  ccuc 

manière,  (yi-j-gy y,  cVit-à- dire  par  un 
quarré ,  qui  ne  peut  avoir  d'autres  fadeurs 
que  ceux  qui  proviennenc  de  la-  racine  fx 
^gy  ;  car  fi  Ton  fait  fx^gy^i pqr ,  la 
fbrmnle  devient  =z=^/^^^rr ,  &  peut  avoir 
par  conféquenc  aucanc  de  fa<ficurs  ^uc  Ton 
veut.  Il  faut  remarquer  de  plus  que  l'un 
feulement  des  deux  nombres  x  ii  y  cft  dé- 
terminé ,  &  que  l'autre  peut  fe  prendre  à 
volonté;  car  x  =  ^^  ,  &  il  ci\  facile  de 
donner  à  y  une  valeur  telle  que  la  firaâîon 
difparoifle. 

La  formule  de  cette  efpece  la  plus  aifée 
à  traiter,  eft  xx  ;  fi  Ton  fait  x  =  pqr  ,  le 
quarré  xx  renfermera  trois  Ê&eurs  quarhfs^ 
favoir  fp^^^àc  rr^ 

N  îv 


E  z.  i  M  R  If  s*  . 

On  rejQcaacre  bieo  plus  de  difficultés 
en  traitant  te  troificmc  c^s ,  qui  eU  celui 
dans  lequel  notre  formule  ne  peut  fc  dé- 
compofer  en  deux  faâeurs.  raciounels  ;  Se 
il  fai*^  ici  des  artifices  particuliars ,  afin  de 
trouver  pour  ^  &:  j  des  valeurs  telles  que 

/ormuie  renfermé  deuic  ou  plufieurs 

fa^lçurs, 

.«NousTcndrons  cependant  cette  recher* 
tibc  moin&difEcilc,  en  obrcrvant  que  notrcL 
formule  fc  transforme  ficitcmenc  eu  uuc 
Mtre  ,  daos  bquelle  k  tcrm^  moyen  nian« 
que.;  car  en  effet  on  n'a  a  fuppofer  x 
pour  avoir  la  formule  foîvante  • 

+  +  cyy  =  ^  j  ^  ii.^; 

Aipii  nous  omettrons  aufli-tôt  le  terme 
moyen  ,  nous  coniidcrerpas  la  formule 
fixx-^cyy  ,  &  nous  chercherons  queth» 
Itakurs  on  doit  donner  4  jc  &  à  y  j,pqur  que 
c«tr^.  formule  fe  d^piDpofc  en  fadeurs. 
On.  jugçra  faeUemçiu  que  cela  dépend  d« 

h  n^iuirç  dei  nombres  a     c  ;  auffi  çpm- 
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fliencerons-nous  par  quelques  formules  àé^ 

utmmdes  de  ceice  efpece. . 

Soit  donc  propofôe  d'abord-  la  fermul^ 
xx-^y^  qui  comprend  tous  les  .  nombres 
qui  font  la  fomme  de  deux  quarrés ,  &:dotiC 
BOUS  allons  mettre  les  plus -petits  fous  les 
yeux  ;  favoir,  ceux  qui  font  compris  entre 

1  &  50  : 

^>  2,,  z^,  5,8,  9  , 10,  13  ,  16,  i7>  18, 
ao  ,  '%%  ,  x6 ,  19  ,  31,  34^  s6,  37  , 
40,41,45 ,49,  50. 
On  voit  qu'il  fc  trouve  parmi  ces  nom-* 
bres  quelques  nombres  premiers  qui  n'ont 
point  de  divifenrs  ;  ce  (ont  ceux-ci  :  ^ ,  5  » 
13  ,  17  ,  29  ,  37  ,  41.  Les  autres  ont  des 
divifeurs  ^  6c  ils  rendent  plus  claire  laquef« 
tion  :  Quelles,  valeurs  on  doit  adopter  pour 
r  &  y  ,  afin  que  la  fomniloyrx  -{-  yj  ait 
des  divifeurs  ou  des  fadeurs  ,  &c  qu'elle  ait 
,  mcme  autant  de  ces  fadeurs  que  Ton  vou- 
dra }  Noos  remarquerons  de  plus  qu'on  peuc 
foir^  abiiraâion  des  cas  oii  x  &l  j  qixl  un 


commuo  divifeur ,  parce  qu'alors  xx^yy  , 
.  fcroit  divifible  par  le  même  divifeur ,  & 
même  par  foa  quarré  :  par  exemple ,  fi  x 
sss:,  7  ^Ôc  y  ==  j  q  ,  la  fomme  des  quarrcs , 
on  4^pp  -f  -  49^^  =  49(|PF+^^? ) ,  fera  di- 
Viiiblc  iioi>*feuiemenc  par  7 ,  mai&  auiSpar 
49.  C'eft  pourquoi  nous  nVtendrons  la 
queltioo  qu'à  des  formules  QUxÔLy  n^oor 
aucun  commun  divifeur. 

Oo  voie  facilemeoc  à  pr^fenc  enquoigic 
la  tiliriculie,  car  (i  d'un  côcéil  cû  clair  que, 
lorfque  les  deux  nombres  x  6c  y  [ont  im- 
pairs, la  formule  xx-j-jj  devient  uu  nom- 
bre pair  y  &  par  conféqucnc  divifible  par  2  » 
il  e(t  foUvenc  d'aucanc  moins  aifé  de  favoir 
fi  la  formule  a  des  divifeurs  ou  fi  elle  n'en 
a  pas ,  lorfque  de  Paucre  cucé  un  des  nom- 
bres X  &  y  ^canc  pair  &  Pautre  impair,  la 
formule  elle-même  devienc  impaire.  Nous 
ne  parlons  pas  du  cas  où  x  &  y  feroienc 
pairs  9  parce  que  nous  avons  déjà  iàicfeocir 
que  ces  nombres  ne  doivent  point  avoir 
dp  commuQ  divifeur. 
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169. 

Que  les  deaz  nombres  x  6c  y  foient  donc 
premiers  en£r'eux,&  quecepeodâoc  la  for- 
mule xx-^yy  doive  contenir  deux  ou  plu- 
fieiirs  faâeurs.  La  mdchode  précddence  ne 
peut  s'appliquer  ici^  par  ce  que  lu  iormulc 
n^eâ  pas  réfoiuble  en  deuic  foâeurs  ratioo^ 
nels;  mais  les  fa£teurî>  irrationnels  quicom- 
j>ofen(  ia  ibrmule,  &  qu^on  peut  repréfenter 
par  ic  produit(x+y^' — — yy^ — i), 
nous  rendront  le  même  fervice.  En  effet  ^ 
on  fenr  bien  que  fi  la  formule  xx-^yy  a- 
des  fadeurs  réels  y  il  faut  que  ces  fââ-eurs 
irraùonncU  foicnc  compofés  d'aucrcs  fac- 
teurs; parce  que  s'ils n^avoient  pasauffides 
diviieurs ,  leur  produit  oc  pourroic  pas  non 
plus  en  avoir.  Or ,  comme  ces  fafteurs  font 
irrationnels  ^  &l  même  imaginaires ,  &  que 
de  plus  les  nombres  x  &  y  ne  doi  vcnc  point 
avoir  de  commun  dtvtfeur ,  ils  ne  peuvent 
renfermer  des  fàâeurs  rationnels,  <!k  il  fâur 
qu'ails  4oient  pareillement  irrationnels  ^  fie 
in£m(<  imaginaires. 


E  L  i  ME  N  S 


Ï7O. 

Si  Ton  veut  5ioûc  ^ue  la  £atmuhxx+yy 
ait  deux  fedcurs  ratioonels,  il  faudra  dé- 
compofcr  chacun  des.  drax  &âears  irra* 
tionnels  en  deux  autres  fââeurs  ;  c^eft 
pourquoi ,  fuppofoas  d'abord  jù^i/  i 

—O'+î»^— OC'^-h/*^— 0  ;  &  puifquc 
y^—'i  peutfe  prendre  auffi- bien  Qt^moins 
qu'en  pLus^  nous  aurons  en  màme  temps 

prenons  maiocenanc  le  produit  de  ces  deux 
quantités ,  Se  nous  verrons  que  notre  for- 
mule xx+yy:=^pprj^qXrr+ms  c'eft- 
à-dire  qu'elle  contient  les  deuxiiicicurs  ra- 
donnels  pp^çq  &  rr-j-Jf. 

II  noub  refte  a  préleoc  à  déterminer  1er 
valeurs  de  x  &  de  y  ,qui  doivent  de  iisfrme 
être  rationnelles  ;  or^la  fuppoficionque  noas 
avons  £iite ,  donne  x-j^y^^tTsspr^^f 
^pj}/  —  1  r  1/ — I  y  — I  =pr 
— ^/^ri/— 'I— ^yV— I  ;JB  oobs>  a  joutons 
ces  formules  ,  nous  avons  x=^pr'^qf ^  fi 
nous  les  fouârajons  Tune  de  Taucre  ^nouR 
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II  s'enfuie  par  conféquent  deU  ,  qu'en 

formule  xjc-j-yj  ne  peut  manquer  d'-obce- 
nirdeu^  fadeurs ,  puifqu»ootrouvc  xx+yy 
—j^p-^-qqXrr^ff),  Que  fil'oo  deinaii. 
doit,  après  cela  un  plus  grand  nombre  de 
S  ^  on  n'auraic  qu'à  donner  de  la 
même  manière  à  />  &  à  ^  des  valeurs  pelles 
ppr\'qq  eue  dcux  .Éiàaews;  oti  inrotc 

en  roue ,  4c  ce  nombre 
pourrçic.  êcrc  ^^gmpmi  j^r.h  vétÏÈitàic 
autant  qu'on  youdroit. 

•  I 

171. 

iiouf  nîavpns  rencontré  dans 
cette  lolution  que  1^  jfçcoodcs  puiflances 
>  îiJ'  y  on  peut  prendre  aufli  ces 
lettres  m  moins i  quç..^,  p^K  exemple  ^  fotc 
négati  f ,  on  aura  x^r^qfic  y^pf—^qr  ; 
mais  la  iomme  des  quarr^s  fera  la  même 
qtf auparavant ,  ce  qornous  faic  voir  qqc 
quand  un  nombre  eii  égal  à  un  produit  tel 


/ 
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que  (pfrjf-q(j)  {''^'^ITyi  M  pcot  de  deux 
façons  le  décompolerea  deux  quartés;  cal: 
nous  avons  trouve  d'abord  x^/ir— ^  Se 
.yisip/^qr  ,     après  cele  aulfi  i±=ipr^qf 

Soit ,  par  exemple ,  /?=±:3  ,  ,  ri==l 
& y=:i^ouaura  le  produit  13.  5=:éî=i=:xx 
ou  Jirfiâs4  &  y^j  ,  cbcnine  jifcS 
;  puifquc  dans  i'un  6c  IHiUtre  cas 
jrx^-^-yyî±±6ç.  Si  Port  itialciplie'  ploffcurs 
nombres  de  cette  eipece  ,  où  aura  auiS  uû 
produit' qui  pourra  êcré  dHin  plus  g^rând 
nombre  de  façons  la  fomme  de  deux  quap- 
rés. Qu'on  multiplié^  par  exemple,  l'+T 

trouvera  110^  ,  lequel  nombre  peut  fc  de- 
compofer  en  deux  quarrés  de  (Quatre  lha« 

fiieres  ,  coirinic  on  va  voir 

Parmi  les  nombres  qui  foqç  contenus 
.dans  la  formule  xx-f^yj  ^  fe  trouvent  d4>oc 


i 


DiL 


premi^emciic  ceux  qui.foac ,  par  la  iqhI* 

tipHcatioo^  le  produit  de  deux  ou  de  plu- 
lieu»  nombres  ;  jesijectmà  Ueu  ^  ceux  qui 

font  formés  diiFéremmeot.  Nous  noiunic^ 

mule  xx'-^yy,  &c  les  premiers  Jaatur s  conh 
pofés>.  D^après-cela  les'&Ëbeurs  (impies  fe- 
ront de$  oombres  tels  que  les  fuivoDs  ; 
I.  2.,  5,9,13,  17,19,  37  ,  4î.49>fi^c. 
&  on  diliiugu^rajdâns  cette  fuîpe^dpux -es- 
pèces de.  nombres;  lesiiiisfoof  lc9<K>mbr«s 

jpremicrs  ,  X>,S  f  ^3 ,1?  i-??*  37  *  4^  * 
qui  n^ont  aucun  dîvifeur ,  &quf;  (ous[ ,  ex- 
cepté le  nombre  2  ^  font  tels  .qi^c  fi  Ton 
en  6te  r  ,  le  refte  fe  trouve  dîvifible  par 
4;  de  fprte  que  cous  ces  nombres  font  coa« 
tenus  dans  l'dtjM^effion  4r}-f~i.  La  féconde 
elpecc  compren^ii  les  nombres  quarres  9  ^ 
49 ,  &c. ,  &c  on  remarquera  que  les  racines 
.de  ces  quarrés  ,  ravoir/3  ^  7  ^  &c*  ^  ne  fe 
^trouvent  pas  dans  la  fuite,  &  que  ces  ra- 
cines font  ccbcenues  dans  la  formule  417-- 1« 
Il  cfl.  clair  d'ailleurs  qu'aucun  nombre  de 

ia  forme  /^^i  ne  peut  $tre  I9  foinme  de 


0 


^cux  quarfds  ;  car  pulfquc  ces  nombrcj 
{ont  impair» , il  Imdroit  qu«  Tun  des  deuit 
(juarrdsfuc  pair  &.  que  Taucre  fûc  impair; 
or^  nous  arons  va  plus  haut  que  tous  les 
-quarrds  pairs  font  divifiblcs  par  4 ,  &c  que 
les  quarrés  impairs  foQC  contenus  dans  Vti^ 
preilion 4/2-^1  ^lidonç  on  ajouccua  quarré 
pair  6c  un  qo&iré  impair  >  ia  fomme  aura 
toujours  la  fiorme  dc^^i,  &  jamais  de 
4/1— I.  Que  tout  ftcmbre  premier  au  rcfte 
qui  appartient  à  la  formule  /  eft  la 
fommc  de  deux  cjuarrds  ;  cxd  une  vérité 
indubitable ,  mais  qui  h^eft  pas  tant  sàCéc  à 
démontrer.  *  ' 

'73' 

Allons  plus  loin  ^  6c  cootidéroos  la  ibr^ 
mule  xx'-^iyy  ,  dans  le  deffein  de  voir 
quelles  valeurs tl  hut  donnér  à  x^èc  ky  ^ 
afin  qu'elle  ait  des  faâeurs.  Comme  cette 
fermule  s^xprim j  par  les  fàftiéurs  imagi* 
4iaircs(A:+yi/' — x)(jif — ji^— 1),  on  voir, 
«inii  qu'auparavant  ^  que  fi  elle  a  des  d^• 
vîfeursj  ces  faûeurs  imaginaires  doivens 

pareillemene 
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parcillemeoc  en  avoir«Qu^on  fuppofc  donç 
X+Jl/— Xz=i(p+^|/ — 2)  {r-j^f  i-as.)  f 
d'où  s'enluic  de  loi-mémc  x— -y^— «a 
==(p — q  v^— -i)  (  r— y ✓—2) ,  &  on  aum 

cette  formule  a  deux  faâeurs  ^  defqucls 
rua  £c  l  aucre  onc  ia  même  forme.  Mais 
il  reftc  à  dcccraiiner  les  valeurs  de  .v  oc 
de  y  9  qui  produifenc  cette  transforma** 
tioii  ;  on  condJcrcra  ,  pour  y  parvenir  , 
que  ,  puifque  Jc-^y    — i=/ir — ^qf^qr 
— l-^j-py \/  — z ,  5:  qu  e  x — y  \/  — 1  =r  pr 
^%qf^qr}/^x^pf\/^%  ,  onalafom* 
me  zx=xpr — ^qf ,      par  conféquent  x 
=pr— iç^y,  &qu'ooa  de  plus  ladifFéreoce 
%y  /  — 2.=:i^r  \/  — ir^'Lpf  \/  — -X;  de  forte 
que  }'  ~  ^ir-^pf»  Lors  donc  que  notre  for- 
mule xx^Y^yy  doit  avoir  des  faâcurs ,  ils 
feront  toujours  des  nombres  de  la  mémo 
cfpece  que  la  formule  ^  c^e{l*à*dire  que 
Tun  aura  la  forme /?p-}-x^^7 ,  &  Vautre  la 
forme  rr-\'%Jj  ]  âcafia  que  ce  cas  ait  lieu  , 
X  &i  y  pourront  encore  fe  dcccrminer  de 
deux  manières  différentes  j  à  caufe  que  j[ 
Tomi  IL  O 
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peut  être  également  négatif  &  pofitif  ;  caf 
oa  aura  d'abord  x  =  pr — z^/î  &  y  =fif+1^9 
te  en  fécond  lieu  x  =  pr^  igfic  y^pf 

174. 

Cette  formule  xxJ^xyy  renferme  donc 

tous  les  nombres  qui  rcfulrcnt  de  raJJi- 
tion  d^uo  ^uarré  &  du  double  d^un  autre 
quarrdi  &:  voici  rénumération  de  ces  nom- 
bres pouflée  jufqu'au  nombre  50  : 
i.i, 3, 4, 6, 8,9, II, II, 16,  17, 

18 , 19,  IX  ,  14  >  ^>  >  ^7.  32-  >  33  1  34* 
36,38,41,43,44,49,50. 

Nous  divifcrons  ,  comme  auparavant, 
ces  nombres  en  fimples  &  compofés  ;  les 
limples,ou  ceux  qui  ne  lonr  pas  compoiés 
des  nombres  précédons  ,  font  ceux-ci  :  i  , 

tous ,  excepté  les  quarrés  a 5  &  49  ,  font 
des  Aombres  premiers  ;  &:  il  iaut  remar* 
qucr  qu^en  général ,  fi  un  nombre  eft  pre- 
mier 6c  ne  fe  trouve  pas  dans  cette  fuice  , 
on  eû  sur  d'y  rcnconci  cr  fou  i^uarré.  On 
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ptnt  obferver  aulli  que  cous  les  flombréi 
premiers  qui  font  contenus  dans  notre  for- 
mule^ appartiennent  tous  foit  àPeitpreffion 
,  foie  à  S/z-f-J  ,  taudis  que  cous  le» 
autres  nombres  premiers ,  (avoir  ctvat  qui 
font  compris  dans  les  formules  8//  j 
8if + 7 ,  ne  peuvent  jamais  former  la  fbmme' 
d'un  quarré  &  d'un  double  quarré  ;  il  eli 
de  plus  trè»-certain  que  tous  les  nombres 
premiers  qui  (ont  contenus  dans  une  des 
autres  formules  ,  in^i  &  8/7-^3  ^  font 
toujours  réiolubics  eu  un  quarrd  joint  AU 
double  d'un  quarrtf* . 

FaHons  à  Petatnen  de  la  formule  géni^-* 
tk\exx+cyy,  Se  Vôydns  moyennant  quellet 
valeurs  de  jic  ôc  de  j  on  peut  la  iransfbr-* 
mer  en  un  produit  de  ÙSteurè^ 

Nous  prûwéderons  comme  ci-deilùs  ; 
flous  reprdfenterons  \û  formule  par  le  pro«> 
duit(x+yl/— c)(x— jl/-Mc)  ,  ictkoM 
exprimerons  pareillement  chacun  de  ces 
ââeurs  par  deux  faâeurs  de  la  m6m# 

Ô  ij 


erpece  ;  c*cft-à-dir©  quenous  ferons  * + y 

V^C  =:  C  p+qr[/-c)  (  c  )  & 

x—y[/^cc={p~cj\/^)  (  r— c)  ; 
dctàx^fylte  xx+cyy—(j>p+cqq){rr+cjf), 
&:  Ton  voit  donc  que  de  ooayeau  les  fec- 
teurs,  ùmt  de  la  même  clpecc  que  la  ior- 
ip^jc,  <^uanc  aux  valeurs  de  x  &  de  y  , 
(A, trouvera  de  même  iâcilemeac  x=pr 
'^cqf&i  y~qr^pf,  ou  bien  aullîjc=/7r 
T^cqfy  &.  y=pf—qr  ,  &  il  eft  aift  d'îm»- 
giper  comment  la  formule  peut  fc  réfoudre 
•i^uo.plus  grand  DomiMre  de&âeurs* 

176. 

Il  fera  facile  mnintcnanc  de  procurer  aulE 
des  faâeurs  à  la  !  for  mule  xx— cjy  ;  car 
^d'abord  on  n'a  qu^à  écrke — c  au  lieu  de 
J^c  ;  mais  de  plus  on  peut  les  trouver  im- 
médiâcemeot  ae  la  manière  fuivance  :  corn» 
me  opçre  formule  ^uivauc  au  produit 

(jCrhjk^^X* — y^^^)>  Qu'oûfiàflex-1- jl/c 
«C;^+9l/c)(r+/|/c),  &c  x-yVc 
a=(/F— — iV  c),âc  on  aura  fur 

le  champ XX — cyy—{£^ — — ^Jj  )i 
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en  forte  que  cette  formule  eft ,  de  même 
^ue  les  précédentes  ,  égale  à  un  produk 
donc  les  fadeurs  lui  rcflcmblcnt  par  la  for- 
me. Pour  ce  qui  regarde  les  valeurs  «de  x 
&  de  j  ,  elles  fc  trouveront  pareillement 
être  doubles  ;  cela  venc  dire  qa^oa  aura 
x^pr-^cq/  ôc  y^qr-^pf ,  6c  qu'on  aura 
auffi  x=pr'—c(jf  &  y=pf—qr.  Que  fi  on 
Voulait  taire  la  preuve  &  voir  (i  on  obticu- 
droit  parJà  le  produit  qn^on  a  trouvé  >  on 
auroit  ^  en  eliajraot  les  premières  valeurs, 
XX=:pprr^xcpqrfJçccqqff,  ôc  yyz==:ppff 
^^Pqrf+qq''r ,  ou  cyy^ppff^^cpqrf 
"^cqqrr  ;  de  forte,  que  xx- — cyy—pprr 
'—^PPff'^cqqff'^qqrrfi^Q^x  n*cft  autre 
chofe  que  le  produit  trouvé,  {pp — cqq^ 

("-'/A  ,77. 

Jufqu'à  préfenc  nous  avons  confidéré  le 

premier  terme  fans  coefficient  j  mais  nous 
allons  fuppofer  à  préfenc  que  ce  terme  foie 
pareillement  multiplié  par  une  autre  lettre, 
&  nous  chercherons  quels  faâeurs  ia  formu- 
le  axx'^cyy  peut  obtenir. 

Oiij 
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Il  elï  évident  ici  que  ootre  formule  eft 

^gale  produit  (vK  û+y*/ — 'c){\\/a 
^y]/^c)  ,  &  i!  s^agic  par  cont'équenc 
de  doouer  àc  même  dc&  facteurs  à  ces  deux 
faftcurs.  Or,  il  fc  préfente  en  ce  point  une 
^iâic\iUé  i  car  ii  Ton  vouloic ,  d'après  la 
méthode  précédente, faire  x'/^ û^yl/'^c 

j/— r)  ~  apr — c^f—pp^—dc—qr^'^xic^ 
on  auroic  a  =;  %apr^%cql\  &  %y 
[/^c  ==  '^pf'v^ — rac-^^qr]/ — ac  f  c'cft-à- 
dire  qu^on  trouverpic  tant  pourx  que  pour 
y  des  valeurs  irrationnelles  ^  {ciqucUçs  QC 
peuvent  èfre  admifes  ici, 

17a. 

Mâis  cette  difficulté  peut  fe  lever,  & 
Voiçi çommenc  :  Qu'on  faffe  x\/à+y[/ — «c 
i==(f?'i/ a+q^ — c)  {  '^f\^'^ac)=prl/(f, 
^cq j  y/  a-^-qrV —c^apfV-^^  &  jc|/|i 
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cette  fuppofitioo  donnera  pour  x  &  y  les 
valeurs  racionaelles  fuivantcs  :  xzszpr^^qf 
&  y=^qr^apl ^  Se  notre  formule  ,  axx 
+cyy  y  aura  les  &â:eurs  (  app+cqq  ) 

(rr-l-dc//),  donc  Pun  fculcmcoc  eft  de 
la  même  efpece  que  la  formule  ,  Taucre 

ayanc  une  forme  diircrence, 

179. 

Il  ne  laifle  pas  cependant  d^  avoir  une 

grande  affinité  entre  ces  deux  formules,^ 
vu  que  tous  les  nombres  qui  font  contenus 
dâns  la  première  formule  ^  il  on  les  mul- 
tiplie par  un  nombre  compris  dans  la  fé- 
conde, retombent  dans  la  première.  Nous 
avons  auffi  déjà  vu  que  deux  nombres  de 
la  féconde  forme  xx-^-acyy  ,  laquelle  re- 
vient à  la  formule  xx-^cyy  que  nous  avons 
t  conlidérée,  étant  mulcipli  es  Tun  par  Pautre, 
redonnent  un  nombre  de  la  même  forme. 

Il  ne  nous  reûe  donc  qu'à  examiner  à 
quelle  formule  appartient  le  produit  de 
deux  nombres  de  la  première  clpece ,  ou 
de  la  forme  axx-^cyy. 

O  iv 
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Multiplions  ^  dam  cette  vue  ^  les  deux 

ioi  mules  (  app^cqq  )  (  arr'\'cff^ ,  qui  fon  z 
de  la  première  efpece  ;  il  eft  aifé  à  voir 
^ue  ce  produit  pourra  être  rcpréfcncé  de 
cette  manière  :  {^.pr-^-cqfy-^ac^pf—qry^ 
Si  dooc  nous  TuppoTons  ïqx  apr^cqf=:zx  , 
&  pf—qr=y  ,  nous  aurons  la  formule  xx 
•^ûcyj  ,  qui  cLi  de  la  dcrmcre  efpccc.  Il 
s^enfuit  delà  que  deux  nombres  de  la  prc- 
saiere  erpcce  axx-^cyy  ,  étant  multiplies 
Tun  par  l'autre, le  produit  eft  un  nombte 
de  la  feco/ide  efpece.  Si  nous  indiquons 
les  nombres  de  la  prcmicie  cfpccc  par  I  , 
&  ceux  de  la  féconde  par  II  ^  nous  pou- 
vons iaàiqjcr  de  la  manière  abrégée  qui 
luit  les  conclufions  auxquelles  nous  venons 
d'arriver: 

I.I  donne  II;  UI  donne  I  donne  II. 
£t  on  voit  par->là  d'autant  mieux  ce  qui  doit 
en  réfultcr  ,  fi  on  multiplie  plus  de  deux 
de  ces  nombres  ;  (avoir  que 
J.Ufei£l;que{.I.lIfàitn;q«cI.IUIfaitI. 
Ea&n  que  II.II.U  fait  II. 
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i8o.  ' 

Soit,  pour  éclaircir  Tarcicle  précédent^ 
a=x  ôc  c=3,  il  caréfulcera  deux  efpcccs 
de  nombres ,  Tune  contenue  dans  la  for- 
mule xxx^^yy ,  l'autre  comprifc  dans  la 
formule  xx-\-6yy.  Or  ,  les  nombres  de  la 
première  pouiibs  jurqu'à  50  ,  font 

2.>3,  5  ,  8  ,  II  ,  II,  14,  iS,  20,  II, 

£c  les  nombres  de  la  f  éconde  clpccc,  pouf- 
fes de  même  jufqu  au  nombre  50  ,  font 

11.)  I  6 ,j,^,îo,  15,  i6,22,a4, 
*  ^8,  31 , 33,  36 ,  40,  4z,  49, 
,  Si  donc  nous  miiliiplions  maiutcujiic  ua 
nombre  de  la  première  efpece ,  par  exem- 
ple 35  , par  un  nombre  de  la  féconde ,  fup- 
pofons  par  3 1 ,  le  produit  1085  fera  fure- 
ment  compris  dans  la  formule  ^xx-^-^yy^ 
ou  bien  on  peut  trouver  pour  y  un  nom- 
bre tel  que  1085 — 3yy  ^^^^  double  d'un 
quarrd ,  ou=ixjc  ;;or',  cela  arrived*abord 
quand  j=3  j  dans  lequel  cas  jc=23  ;  en 
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fécond  lieu  ,  quand  y = 1 1 ,  en  forte  que 

jc^  1^  ;  en  troificme  lieu,  lorfque  13, 
ce  qui  donne  jr=  17  ;  &  enfin  ,  en  qua« 
trieme  lieu  ^  quand  y  =  19  ^  d'où  réfuke 

On  pcuc  partager  ces  deux  efpeces  de 
nombrés  ,  comme  les  autres ,  en  nombres 
{impies  &  en  nombres  compofés  ;  on  don- 
nera ce  dernier  nom  à  ceux  qui  font  com- 
pofés de  deux  ou  de  plufieurs  des  nombres 
plus  petits  de  Tiinc  ou  uc  1  autre  efpecc  ; 
aînfi  les  nombres  fîmples  de  la  première 
c{pece  feront  ceux-ci  •  ^  j  '3  ,  î  ,  1 1  *  2.9  ^ 
&  les  nombres  compo(iés  delà  même  ef- 
pecc ,  feront  8 ,  il ,  14  ,  18.,  ^o  ,  17  , 

3^  >  3^  >  35  »  40,  4$  >  48  5  5o> 

Les  nombres  iimples  de  la  féconde  cf- 

pcce  feront  1,7,31,  &  tous  les  autres 

de  cette  efpecc  feront  des  nombres  com- 
pofés ,  favoir  4,  6,9,  10,  15  ,  16, il, 

24,X5,-a8,  33,36,4o,4x,49. 
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'   CHAPITI^E  XII. 

De  la  Transformation  de  la  formule  axx  ' 
^jr^yy  en  des  quarrés  &  en  des  puijfances 

plus  cUvées* 

lii. 

N  ovs  avons  déjà  vu  plus  haut  qu'ail  cil 
fouvent  impoiBbie  de  réduire  à  des  quar* 
ri%  des  nombres  de  la  forme  axx^cyy  ; 
SDais  coûtes  les  fois  que  cela  cii  poilible  , 
on  peut  transformer  cette  formule  en  une 
autre  ^  dans  laquelle  a=  |« 

Par  exemple,  la  formule  zpp — qq  peut 
devenir  un  quarré  ^  &  comme  elle  peuc 
auflife  rcprdfenter  par  (2/7+^)'— i(/7+^y  , 
OD  n'a  qu'à  faire  a/^-f-^  =  x  &  p-^-q  —  y, 
&  on  parvient  à  la  formule  xx — z  yy  ^ 
dans  laquelle  a=i  &  cs=i*  C'eâ  une 
Temblable  transiormation  qui  a  lieu  toutes 
les  fois  que  de  relies  formules  peuvent  de- 
veriir  des  quarrefs.  Aiofi  quand  il  s'agit  de 
transformer  U  formule  axx'^cyy  en  un 
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quarré  y  ou  en  une  puiflknce  plus  haute  ^ 
mais  paire  ^  on  peuc^  fans  balancer  ^  fup* 
pofer  a  3=  I ,  &  regarder  les  antres  cas 

comme  impoiiibks. 

i8i. 

Soit  donc  propofJc  la  formule  xx-\-cyy  ^ 
&  qu^îl  s^agifie  d'en  faire  un  quarré.  Comme 
elle  eft  conipofee  des  fadeurs  (.v+ jl/ — c) 
{x—y]/ — e),il  faut  que  ces  fââeurs  foienc 
ou  des  quarrés  ou  des  quarrés  muicipliés 
par  un  même  nombre.  Car  fi  le  produic 
de  deux  nombres,  par  exemple  doit 
être  un  quarré ,  il  feut  que  pc=rr6c  q—ff  ; 
c'elt-à'dire  que  chaque  faâeur  foic  de  loi- 
même  un  quarré,  ou  bien  que  p=imrr  & 
qsismfj\  âc  qu'ainfi  ces  iââeurs  foienc  des 
quarrcs  muicipliés  Tua  <Sc  1  aucre  par  un 
même  nombre. C'eft  pourquoi  nous  ferons 
x+y|/ — c=A72(/^"}-jl/ — i)'  ;  il  s'enfui- 
vra  X — y^^'<=m{p — y|/ — cj ,  &  nous 
aurons  xx'-\'cyy^=mm(jpp'\'cqqy  ,  ce  qui 
eft  un  quarré.  Nous  avons  de  plus  ,  pour 
dccermittcr  jc  &y,lcs  équations  x+yvj^c 
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\/'^cz=mpp — i.mpqVf--^ — mcqq  ,  dans 
lefqaellcs  nacurelieinent  x  équivaut  à  U 
partie  rationnelle  ,  Scj  —  c  à  la  partie 
irraeioonelle  ;  aiofi  x=mpp'^mcqq ,  &:  y 
y" — c^zxmpqV^-^,  ony  :=xmpq ,  &ccc 
fonc  ces  valeurs  de  jt  &  de  j  qui  trans*^ 
forment  VexprcfGon  xx+cy y  en  un  quarré 
mm  ipp^cqqy ,  dont  la  racine  cfl:  mpp 
-^mcqq. 

183. 

Si  les  nombres  x  6c  y  ne  doîrent  point 
avoir  de  divifeur  commun  ,  il  faut  fuppo» 
fer  m=i.  Alors  ,  pour  faire  que  xX'\-cyy 
ilevienne  un  quarré  ,  on  fe  contente  de 

prcnJrc  x=pp — cqq  &c  y  z=:zZfq  ,  ce  qui 

rend  ia  formule  égale  au  quarré  pp-^cqq* 
.  On  peut  auffi,  au  lieu  de  faire  x=pp 
— cqq  ,  fuppofcrxssryç — pp  ,  vu  que  iè 
quarré  xx  ne  laiflc  pas  d'être  le  même* 

Les  mêmes  formules  ,  aaxefte,  ayaot 
éti  trouvées  plus  haut  par  des  voies  tout* 
à-iàic  difféiciiccff ,  il  ne  peut  y  avoir  db 
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doute  fur  la  jufteiTe  dcUméchodeque  fiôtit 

venons  d'employer.  En  ciFec  ,  Il  on  veuC 
que  j(jc«4-cyy  devienne  un  quarré^  par  la 
mérhode  précédente  on  iuppofc  la  racine 
=x  +  ^,  &  on  trouve  xx  +  cyy  =  xx 
+T  +  if  ;  cffaec  les  XX  ,  on  divife 
les  autres  termes  par  y  ,  on  multiplie  par 
99  , &  on  a  €qqy:=^%pqx  +  ppy  ,  ou  cyyj 
^^ppy^'^pqx  y  divifanc  enfin  par  ipj  & 
par  y ,  il  en  réfultc  f  =^^~.  Or ,  x  &  y 
devant,  ainfi  que  p  &i  cj  ,  n'avoir  point 
de  divifeur  commun  ,  il  faut  égaler  x  au 
numérateur  &  y  au  dénoininaccur  ^  &:  on 
obtient  par  là  les  mêmes  réfulatsque  nous 
venons  de  trouver  ,  favoir  x=cqq — pp  , 
&y-%pq. 

1 84. 

Cette  folution  eft  bonne ,  que  le  nom- 
bre c  foitpofitifou  qu^il  (bit  négatif;  mais 
&  de  plus  ce  nombre  a  lui-même  des  £iic« 
teurs  ,  comme  fi  c^étoit ,  par  exemple  ,  la 
formule  xx  +  ^cyy^ui  dût  devenir  ua 
quarr^^  oa  auroic  noD-feulement  la  (bltt« 
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tîoo  précédente ,  qui  doonc  x=:acqq — pp 
&y = 2/;^ ^aiais  encore  cette  autre  ^x=spr^^ 
'•^app  6c  y  =  zpq  ;  car  dans  ce  dernier  cas 
on  a ,  de  même  que  dans  Taotre ,  xx-^ûcyy 
^ccq*'^zacppqq'j'aap*={cqq-^ûppy;  ce 
qui  a  lieu  auffi  quand  on  prend  x^srapp 

— ^  î  î  >  parce  que  le  quarré  xx  rcfte  le 
même. 

Cette  nouvelle  fôlution  fe  trouve  aufli  ^ 

par  la  dernière  méchode  ,  de  la  façon  fui- 
vante  x 

Qu*on  fàflc  x-j^yi/  —'ac=ss(p\/a'^j 
l/—cy,ôcx^  y}/—ac  =  (j^V^a  —  q 
^ — r)',  on  aura  xX'hacyy={app+cqq)\ 
&c  parconrdquent=  a  ;  déplus^ à  caufii 
àcx-^yV^ — ac=i2pp-^ipi]\y — ac — cqq , 
ôc  dejc — y  1/ — acszapp — ipq[/ — -ac 
— c^j,on  trouve  x^app — cqq&.y—xp(j. 

Il  eft  clair  auili  que  (i  le  nombre  ac  eil 
réfoluble  en  deux  faâeurs  d'un  plus  grand 
nombre  de  manières  ,  on  pourra  trouver 

auffi  un  plus  grand  nombre  de  folucions. 
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185. 

KclaircifTooscouc  cela  au  moyen  de  quel« 
qucs  formules  déterminées  ;  &c  d^abord  , 
li  c'citia  ioroiulcxx^yy  qui  doit  deveoir 
un  quarrcî ,  nous  avons  ac—i  ;  aiafi  x=pp 
~"îî  >  &    =  Vj?  >       s'enfuit  jcx-[-  yy 

Si  on  veut  que     — vji=a  ;  on  a 
= — I  ;  ainfi  on  prendra  Scy 
^%pq ,  &  il  en  réfultera  xx — y  y  ~{pp 

Veut- on  que  la  formule  xx'^yy  =  O  , 
on  a  ac=sz;  qu'on  prenne  donc  x=zpp 
— %qq  ,  ou  x=ipp — qq  &c  y-smpq^  &  on 
auraxx-j-ijy=(^^4-iy^y  ,  ou  xx-^xyy 

Si ,  en  quatrième  lieu ,  on  veut  que  xx 

—xyy==n  ,  ou  ^.——2,  on  aura  x=j:p 
^^qq  6c  y  ^%pq  ;  donc  xx— ly;  =  {pp 
--^qqy. 

Qu'on  veuille  enfin  que  X'^-^êyys^U  ^ 

on  aura  acz=:6,ôc  par  conféquent  ou  4=x 
&  cs=(î,  ou  azssa,  &  c=r3  ;  dans  le  premier 

cas 
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çn%x±=pp — 6qq  j  &c  y=ipq  ;  dé  forte 
xfxexx'\'6yy:s={pp"Y'6qqy  ;  dans  le  fecoûif 
cas  xz=zxpp — «3^ j ,  &  y=zxpq  ;  d'où  réiiiltc 

*  -  i86. 

-  « 

Mais  n  c'cfi:  mauicenant  la  formule  axx 
^cyy^otL  doit  craâsformet  en  uhquarrë^ 
comme  nous  avons  prcvcnu  que  cela  ne 
peut.fe  faire  que  quand  on  condolc  déjà 
un  cas  dans  lequel  cette  formule,  devient 
réellement  un  quarré  ,  tious  fuppoferoaâ 
qoe  ce  cas  donnd  aie  lieu  ,  quand  x=f 
&  y^g  ;  de  forte  qu'alors  a//--}-c^g=AA  i 
&  nous  remarquerons  que  Cette  formule 
peut  fe  transformer  en  îane  autre  de  la  forihe 
tt-\-acuu ,  fi  Ton  fait  t=^-^^'^  6c  u=^-^-^  ; 
car  en  elFet ,  fi  ttzs:^^^^^^''^'- ,  5c  qud 
uu^-^'  -^^'^^  y  on  a  u-j-ûcuu 

ainû  f  puifque  aff+cgg=:=zhh  ,  on  a  tt+acuU 
r==jxx-^cyy  ;  or  nous  avoûs  donné  des 
xegles  belles  pour  transformer  en  un  quarri 

Tome  IL  P  . 
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TexpreiHon  u-j^acuu,  à  laquelle  nous  tc^^ 
sont  de  réduire  la  formule  propofée  axxi 

187, 

Allons  à  préfene  plus  loin ,  6c  voyons 
commeoc  la  iormule  axx  cyy,  dans  la- 
<]uelle  X  &cy  fonc  fuppofés  n^avoir  aucun 
divîfeur  commun  »  peut  fe  réduire  à  ua 
cube.  Les  règles  données  plus  haut  ne  fuF- 
^nc  aucunement  pour  cela  ,  au  lieu  que 
la  mccli  )de  que  nous  avons  indiquée  en 
dernier  lieus'a  p  p I  i  qu e  ici  avec  le  pl us  grand 
fuccès  ;  Se  ce  qui  ciè  Tur-touc  dignç  de  re- 
marque, c^eft  qae  la  formule  peut  toujours 
être  transformée  en  un  cube^  quelques 
nombres  que  fotenr  a  &  c  ;  ce  qui  o^avoic 
poioi  lieu  pour  les  quarréS|  à  moios  qu^un 
nVÛt  ié]!  un  cas  connu ,  &  ce  qui  n^a  de 
màme  poi^c  lieu  pour  aucune  des  ^  autres 
puiflances  paires  ;  la  folution ,  au  contraire, 
eû  toujours  poffible  pour  les  puifTances  im« 
paires^  telles  que  la  croi&eipe  j  la  cicij^uic* 

me ,  la  fçptieme ,  Sec. 
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Lors  donc  qu^il  s'agîrg  de  réduire  eo  éubd 

la  formule  axx^cyy  ,  on  fuppofcra  d'une 
manière  analogueà  celle  qu^on  a  eroplofée 

produit  (^/;;7-|-c^^)%  qui  cû  un  cube 
fefaégàlà  la  formule  axx^cyy.  Maison 
cherche  auffi  à  décer miner  pour  x  âcy  d^i 
valeurs  racionoelle» ,  6c  heureu&fneur  on 
y  réuffir.  Eo  effet ,  fi  Ton  prend  réellement 
les  deux  cubes  indiqués  ,  on  a  les  deux 
équatioûsxj/û-f  j^/ -^c^ap^X^ ^^^^P^f 

i/j-f^cç'l/— c ,  defquelles  il  fuît  évidem- 
ment que  ac=2tf^'  '^^cpqq^  ^  J^^appq 

Qu'on  cherche  j  par  exemple  j  deuK 

quarrés  Jtx  &     ,  dont  la  fomme  xx'^y 

Ëiilc  un  cubcé  Fpifqu^iei  aassii  âc  r±5Z  ^ 

On  aura  x=/?' — ^pqq^ic  y~^ppq — 

ce  qui  donne  xx'^yy^.^p^qqy^ 

V  il 


E  Z  â  M  E  N  s 


ii8 

tenant  fi  pssA  Se  ç=  i 
&  jbxi  ;  donc  xx^yyzszii^s=i^\ 


cj—i  ,  on  trouve 


189. 

Cènfid^rons  auflî  la  formule  xx^'^yy 
dans  le  dellein  de  la  faire  égale  à  un  cube: 
comme  nous  avons  pour  cet  effet  a=i 
&  «=3  ,  nous  trouvons  x^p^-^pqq  , 

&c  y—^pfcj — d\)ù  réiukQ  xx-^^yy 

'=0^^+399)'  Cette  formule  fe  préfenre 
aiïez  fouvent  :  c'eft  une  raifon  pour  ea 
donner  ici  du 'moins  les  cas  les  plus  fii- 
ciles. 


P  .  î 


I 

z 
I 

3 


1 
I 
1 
I 

3 
a 

3 


o|      64=  4» 

Il     343=  7» 
35i  1197=13» 

o  m!  1718=14» 

i ^o  7^1  2i95i=aS» 
iH  45^  ^9791=31' 


190. 

Sans  la  condition  que  les  deux  nombres 

X  ic  y  ne  doivent  point  avoir  de  commun 
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divîfeur ,  la  qucftion  ne  Icroit  fujcctc  à  au- 
cune difficulté  ;  car  fi  axx'^cyy  devoit 
ccrc  un  cube,  on  n'auroîr  au'à  faire  x  =  rj 
&  y^u^  ^  &  la  formule  dcviendroit  att^ 

*f-cwr/££  ;  on  Tégalcroic  au  cube    ,  &  oo 

trouveroîcauffi*tôt  ^=v^  {att'^cuu  )  par 
coniéquenc  les  valeurs  cherchées  de  x  & 
de  y  feroient  x  =  f  v'  {att^cuu)  ,  &c  y  =  iiv* 
.  {att^-cuu  )  lefquelles  ont ,  outre  le  cube  v' 
aufiî  la  quantité  att'j^uu  pour  commun 
divileur  ;  de  for^e  donc  que  cette  fulution 
donne  fur  le  champ  axx^cyyssv^  (  ûtt 
'^cuiéy(jitt^cuuy=v*' {att'^cuuy ,  ce  qui 
cft  évidemment  le  cube  de  v'  {att-^-cau). 

•  La  méthode  donc  nons  avons  (aie  ufage 
en  dernier  lieu  y  ell  d^aucant  plus  remar- 
quabie  ,  que  c*cft  par  le  moyen  de  qiian* 
tités  irrationnelles  £c  même  imaginaires, 
que  nous  fommes  parvenus  à  des  folution« 
qui  demandoienc  abfoluroent  des  nombres 
rationnels  (Se  même  catici  s.  Mais  ce  qui  cil 

P  iij 


encore  plus  digoe  d'attention  «  c^eft  qu« 

dans  les  cas  ou  I  irraiiumialiié  s  cvanouic  ^ 

Dotre  méthode  ne  peut  plus  avoir  lieu.  En 

eifeCilorfque^  par  exemple  ^  la  formule  xx 

cyy  doit  être  un  cube ,  on  ne  peut  qu*ea  ' 
inférer  que  fes  deux  faâcurs  irracioonels  ^ 
x^yv^r-^icx^y^^^c^  doivent  pareille** 
ment  écre  des  cubes ,  vu  que  x  ic  y 
ta'ayant  point  do  divifeur  commun  ,  ces 
faâeurs  ne  peuvent  pas  non  plus  en  avoir« 
Maisfilesrftdic^ux  difparoiiroieor^  comme^ 
par  exemple^  dans  le  cas  de  c  w  i  ,co 
principe  n^auroit  plus  lieu  ;  parce  qu'il  fe 
pourroit  très*bienque  lesdeux  Êiâeurs»qui 
ieroienc  alors  x-j-y  &  x — y ,  euileav  des 
divifeurs  communs ,  quand  même  x  Se  y 
n\a  auroicat  pas  ;  ce  qui  arrivcroit  ,  par 
Mçmple  »  fi  ces  deux  lettres  exprioioienc 
dçs  nombres  impairs, 
.  Aiofi ,  lorfque  xx^yy  doit  devenir  qq 
cube  p  il  n^eft  pas  neccilaire  que  tântx-j^y 
que  x-^y  Ment  d^eux-mémes  des  cubes  | 
mais  on  pourra  iuppo  f et  x^y7sz  ip\ 

&  la  formule  xx^yy  no 
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Itifleia  pas  de  devenir  ua  cube  incôiitel^ 
cabJcmeoc  j  puifqu^oo  la  trouvera  =:8p'^% 
dooc  la  racine  cubique  eft  zpq.  On  aura 
de  plus  xsszp'-^g' ,  &  y=p' — ^orf» 
qu'au  contraire  la  Formule  axx  -j-  cjy  nVft 
pas  rdfoluble  en  deux  fiiâeurs  racîonaels  , 
on  ne  pourra  trouver  d'autres  folution^  ^uc 
celles  qui  ont  été  données. 

192. 

Nouséclaîrcîrons  les  recherches  qui  pr^* 
cèdent  par  quelques  queilions  curieufes* 

Qjjcjlion prcnùcre^  On  demande  un  quar-  ' 

té  XX  en  nombres  entiers»  &  tel  qu^en  y 
ajoutant  4  ^  la  lomme  foit  un  cube  ^  le  cas 
a  lieu  pour  xxsss  zii  ^  mais  on  veut  lavoir 
s'il  j  a  d'autres  cas  femblables  ? 

Gomme  4  eft  un  qnarrë  »  on  chercfaera 
d^abord  les  cas  ou  xx+yy  devient  un  cube  ; 
mr,  nous  en  avons  trouvé  un  qui  a  eu  lieu  > 
fi  xs=p' — Spçq .  &c  y^3ppq--q\  Puis 
donc  que  yy=4 ,  on  a  y^sa+x ,  &  par 
conféquent  ou  ^ppq — ou  ^ppq 
i~j'sa— 4*  :  dans  le  premier  cas  on  a  ckinc 

Pîv 
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Cela  pofé,  fuppofons  premièrement  q 
t^l  ^  nous  aurons  3^/)— i=x  ;  donc  f =1^ 
4'où  fc  dërivenc  x=x  &  jf^ctsa^.. 

5i  BOUS  ruppofoQS  en  lecond  iieu  9=2* 
nous  ^vpnç  é;>/7-^8:p=+i  ;  qjc  fi  nous 
admettons  le  ligne  4*  9        trouvons  6pp 

=  10  &L  ^^=Y,  d\)u  rclaltucuc  uac  va- 
leur de  p  irrationuelle ,  &l  qui  ne  peut  ay oir 
lieu  ici  ;  mais  fi  nous  confiddrons  le  figne-^, 
nous  avpns  6ppss6  &  pai  ;  donc  x=i  i« 
Voilà  Ips  fcuU  cas  poilibIci>,  &  ce  ne  font 
4Qnc  que  les  deux  quarrés  4  &  1 2.1  qui  ^ 
gjguid^  à  ^  I  donnei}ç  des  cubes. 

Que/lion  deuxième.  On  cherche  en  noni* 
^  jbres  çmiers  d^autres  quarrés  que  25  ^  qui  ^ 
gjourés  à  % ,  donnent  des  cubes. 

Pui^  donc  que.xx-{-2t  doic  devenir  ua 
cvlbe ,  ^  poifquc  %  cft  le  double  d'un  quar- 

p  dt^terniiaons  d'abord  les  cas  ou  la  ibr^ 
fl]\^\çxx-i-^yy  dcvicqt  uacubejnousavpna 
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pour  cec  effec ,  par  l'article  18S ,  où  q=i 
6c  c=c2  ;  nous  avons, dis-jc,  x=p^ — ^Pii 
&  y=3ppg — 9  ii  âoc  donc  ,  à  caafe 
de  y=+ 1 ,  ^^^ippq—^'y  ou  ^  (jpp—^qq) 
•  ^=dz'  *  ^  P^i*  cooréqûeoc  que  j  (bit  un  di« 
vileur  de  i, 

.  Soie  donc  9;=  i ,  &  nous  aurons  3p;>— ^ 
ur^i  ;  (i  nous  prenons  le  figne  fupérieur, 
nous  trouvons  3/'/7=3  ôc  /7=i,d'où  rë* 
fuite  x=5  ;Ôc  fi  nous  adoptons  l'autre  figne, 
nous  parvenons  àune  valeur  de  p^  qui,  étant 
irrationnelle,  ne  nous  cft  d'aucun  ufage  ; 
il  sVnfiiit  donc  qu'il  n'y  a  pas  de  qiîarré, 
hors  25  ^  q>ii  ait  la  propriété  défirée. 

194.^^ 

Queflion  troîfieme.  On  cherche  des  quar- 
rds  qui  ,  multiplies  par  5  &  ajoutés  à  7, 
produifent  des  cubes  ;  ou  bien  on  demande 
que  5Jf^*j"7  ioit  un  cube. 

Qu^on  cherche  premièrement  les  cas  ou 
^xx-j-yyy  devient  un  cube  ;  on  trouvera 
par  l'article  188,  où  &  c=7  ,  qu'il 
îaut  pour  cela  que  x^^p^-^zipqq ,  Ôç, 


* 


que  y=^i^ppqT-iq^  i  aînfi  comme  dans 

notre  exemple  j=s=+i,  on  a  i^/yj — ^f 
s=q{i^pp — 7^^)=s+i,  il  fàur  donc  que  q 
foit  ua  divii'eur  de  i ,  c'eft-à-direque  q=L  ; 
on  aura  par  confifqucnc  i^pp  7  +1^ 
d'où  réfuIcenCi  dans  l'un  &  l'autre  cas^  des 
valeurs  de  p  qui  font  irrationnelles  ;  mais 
d'où  il  ne  &ut  pas  conclure  cependant  que 
la  qucllion  cft  impollîblc  ,  vu  que  p  &c  q 
pourroient  ècre  des  fraâions  telles  que  y 
=  1 ,  &  que  X  devine  un  nombre  entier  j 
&  c'cft  ce  qui  arrive  réellement';  car  fi  p 
=7  &  <7=T>  on  trouve  j=i  Se  x=i  j 
mais  il  eft  vrai  qu  il  n^  a  pas  d^autres  frac- 
tions qui  rendent  la  folution  poiBble* 

Que  filon  quatrieme.On  demande  en  nom- 
bres entiers  des  quarrés  dont  le  double  , 
diminué  de  5  ,  foit  un  cube  ;  ou  bien  on 
veut  que  xxx — ;  foit  un  cube» 

Si  nous  commençons  par  chercher  les 
cas  qui  lati&font  pour  la  formule  xxx— 5 yy» 
nous  avons  dans  le  iSd^  article  a— 2^2  ^ 
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tes — 5  ;  aiafi  J6=ip'+  t^pqq,  &  y:=s6ppq 
•^5^'.  Pr(^fencemenc  il  faut  ici  que 
&  par  conféquenc  6ppq'\''^q^=q  {6pp+ 
f  f^)=+i  '^Sc  comme  cela  oe  fe  peucoi  en 
nombres  entiers  ni  même  en  fraâioos  ,  ce 
cas  devieoc  crès-remarquable  ,  parce  qu'il 
y  a  néanmoins  une  valeur  de  x  qui  facif- 
£iic^favoir  x=4;  en  eftec^  dans  ce  cas  xxx 
—5=17  ,  ou  égal  au  cube  de  3.  Il  eft  im- 
porcanc  de  recherchei:  la  raifon  de  cccce 
iingularicé. 

195. 

Non-fculemciu  il  cft  poIHblc,  comme 
sious  voyons^  que  la  formule  xxx — ^yy 
foie  un  cube;  mais  ce  qui  pluscû^  la  racine 
decexrube  a  la  forme  ^pp^^^qq ,  comme 
€>n  pcuc  s'en  convaincre  en  faifanc  <^=4j 
^tei  ,  &  p=^,  q—i  ;  ainfi  nous  con* 
noiilbnsun  cas  où  iJ^^— 5yj=C2/^/?— 
quoique  les  deux  faftcurs  de  ^xx — Çyj, 
lavoir  x>/z-J-y>^  {jécjcki.x — y^^9^^h 
fuivant  notre  mcfrhodc  ,  devroicnc  tcrc  les 
cubes dc/J^î^-f-j  1/5  j&^epi/z — ^Î*^S> 


X^6  E  L  à  M  E  N  s 

fie  foient  pas  des  cubes  ;  car  dans  notre  cas 

xV^i-\-y\/j=^V^X'-\-i/ 5  ,  au  lieu  ^ue 

ip\/%^qV^  y=(2l/i^i/5)'=46l/i 

^i^y  5  y  ce  qui  Q^eft  auUemcacidcauque 
avec  41/1+1/5. 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  formule 
rr — ro//'pcui: devenir  i  ou — i  cnuniiom- 
bre  infini  de  cas  ;  par  exemple  ^  fi  1^=3 
ôc  j=i  ,  fi  /  =  ôc  f=6  -f  &L  ccuc  for- 
mule multipliée  pari/?/'— ^^^reproduittio 
nombre  de  cecte  deroicre  forme. 

Soit  donc  /jC— 102^^=1 ,  &  au  lieu  de 
fuppuicr^  comme  nous  avons  fàic  ci-de- 
vanc  ,  %xx — ')yy={'^pp—^q^yj  nous 
pourrons  fuppofcr  d^une  façon  plus  géné- 
r^^^ZXX—^yy=z(ff—iogg){ipp—sqqyi 
de  force  que  prenant  les  faâeurs^  nous  au- 
rons xv^z+yv^ '^=(  f+sv^  lo){py^^+q 

✓  5y-  Or  ip)/x±ij/%y=^^p^+iipq^y 

|/a+(^/)^^-|-5ç')l/5 ;  &fi,pourabrés^cr, 

nous  écrivons  ^i/z+B\/^kl3L  place  de 

cecccMjuancicc  ,  &c  que  nous  multipliions 
par / f  10,  nous  aurons  ^f  V  x+Bfy^  5 
'-J-i^^/'j-j-jS^^^x  à  égaler  à  x 
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+  J  1^5  ^  d'où  réfulcex  =^/4-5%,  & 
y^Bf-^^Ag  ;  or^  puifqu'il  faut  que  y 
=+i  .  il  nVft  pas  abfolumcoc  nécclT-ire 
que  6ppq^^ij^^i  ;  au  contraire,  il  fuffic 
que  la  totmuïcBf^i/ig,  c*cft-à-dirc  que 
/(<î/?/7^-|-5^»)-f  z^(i/?'-f  j  5/7^^  )  devienne 
=+i  ;  de  forte  qucy  &c  g  peuvent  avoir 
plufieurs  valeurs.  Soit,  par  exemple  ,/=:3 
&  g=l  1  il  faudra  que  la  formule  i^ppq 
H"  ^57'+4'/''+  3^^??  devienne  =+  i  , 
ou  bien  que  4/7*-|-lS  /^/'î+3o/'</î-j-i5 
=+1, 

197. 

Cette  difficulté  de  décermioer  tous  les 
cas  poffibles  de  cette  efpece  ,  n^a  lieu  ce« 
pendant  que  lorfquc  dans  la  formule  axx 
-j-ryy  le  nombre  c  eft  négatif;  &  la  caufe 
en  ell  qu'alors  cette  formule ,  ou  bien  cette 
autre  xx*^acyy ,  qui  en  dépend  ,  peut  de- 
venir ===  I  ;  ce  qui  n'arrive  jamais  quand 
c  eft  un  nombre  pofirif ,  parce  que  axx 
H-^yy  9  ou  xx^acyy ,  donne  toujours  de 
plus  grands  nombres  ,  plus  oa  donne  de  ' 


grandes  valeurs  à  x  &  à  y»  Ceft  pourquoi 
la  méchode  que  nous  venons  d'expliquer 
ne  peut  s^employer  avec  avantage  que  dans 

les  cdi  où  les  deux  nombres  a&cc  ont  des 
valeurs  pofitives» 

198. 

FalTons  mainccnanc  au  quati  Icnic  degr^^ 
ic  commençons  par  obfervcr  que^  fi  la  fer- 
mule  ûxx-j-^yj  doit  devenir  un  bi-quarrd, 
il  faut  que  a^i  ;  car  fi  ce  nombre  nVtoit 
pas  un  quarré  ,  il  ne  feroit  pas  même  poC- 
fiblede  transformer  la  formule  en  unquar^ 
ré  ;  &  fi  cela  ^coîc  poflible,  on  pourroit 
auffi  lui  donner  la  forme  tt'^ûcuu  ;  c'eft 
pourquoi  nous  n'étendrons  la  queiiion  qu'à 
cette  dermere  formule ,  qui  revient  à  la 
précédente  xx-^cyy  ,  dans  la  Aippofi- 
tïon  de  û=i.  Cela  pofé  ,  il  s'agit  de  voir 
quelle  doit  être  la  nature  des  valeurs  de  x 

de  y  j  pour  que  la  formule  xx-^cyy  dc^ 
vienne  un  quarré-quarré«Or^  comme  elle  eft 
conipoféc  des  deux  fafleurs  ix^y\/—c) 
(j(u— y|/ — frj^  il  chacun  de  ces 
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&â;6urs  foie  aufli  un  quarré-quarré  de  la 
même  efpece ;  &c  on  doitfaire  jc+yl/— c 

K  — c)*,  d'uuilréiulcequela  formule  pro- 
pose devient  égaleau  bi«quarré  {pp-^c^qy 
Quant  aux  valeurs  de  jc  &  de  y  ,  elles  fc 
déterminent  facilement  par  le  développe- 

mène  qui  fuie  : 

^99- 

Ainfi  ^  lorfque  :c^-f-yy  doit  être  un  bi- 
quarré  ,  comme  aâuellement  c=i  ^  nous 
avons  jc==^* — Sppqq-^ q*,  &c  y=i4^p^  q  ' 
—4/79'  ;  en  forte  que  xx  -h  yy={pp  +  qq)\ 

Suppofoos^  parexeniple,/^=x&f=r^ 
âc  nous  trouverons  x=:j  Ôc  j=i4^  d'où 
refaite  jc-^t-j-yy =^25s=sj*. 


L  Â  U  M  If  s 

Si  p=^'i  &  9==^  »  tious  obtenons  xsitj^ 
&  j=:lxo^  ccquidoiracxac-{-yj=i3** 

200. 

Quelle  que  foie  la  puifiTance  paire  dans 

laquelle  il  s'agilFe  de  transformer  la  for- 
mule axt-^cyy ,  il  eft  toujours  abfQlumetic 
ndccffaire  que  cette  formule  puifle  être  ré- 
duite à  un  quarré  ;  mais  il  fuflic  pour  cet 
efiêt  qu'on  connoiife  un  feuicas  où  cela  ar^ 
rive  ;  car  on  pourra  transformer  la  formule 
enfuice  ,  comme  nous  avons  vu  >  en  une 
quantité  de  la  forme  tt^acuu  ,  dans  la- 
quelle le  premier  terme  1 1  n^eâ  multiplié 
que  par  i ,  de  force  qu'on  pcuc  la  regarder 
comme  étant  contenue  dans  Texpreffion 
xx-j-cyy  (3c  c'eil  d'une  niatacre  toujours 
femblable  qu^on  peut  donner  à  cette  der« 
nicreexpreffion  la  forme  d'une  fixiemc  puif- 
'  fance  ou  d^une  puilTance  paire  plus  haute 
quelconque. 

20t. 

Cette  condipon  n^ett  pasrequife  pour  les 
puiilances  impaires  ;  &  quels  que  foient  les 

nombres 
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'  Nombres  a  &  c ,  on  pourra  toujours  tranf- 
former  la  formule  axx'^cyy  en  une  puif- 
fance  impaire  quelconque.  Qu'un  deman- 
de, par  exemple,  la  cinquième  ;  on  n^aura 

<j  u  a  i  a  1  r  c  ;i  '/^a  +j  V^-^c = ( p  \/ a + -^z 

onob£iendraevidemmLncâ;cx-^cyy=(^2p/i 
^cqqy\  de  plus  ,  comme  la  cinquième 
puiflance  de       a-\-c[}/ — c  cit  aay"  V^a 
4-  5  aap^q^ — c — ioacp^qq\/  a—^ioacpptf 
— c-^^cipij^V^ a^ccq'v  -^c ,  on  trou- 
vera avec  la  mèmefaciltcé  jra^a^'-^ioacp* 
+ 5  ^^i^/'^^  5^  y=yaûp*tj'-i  odcppq^+ccq\ 
Si  donc  on  demande  que  la  fomme  de 
deux  quarr^s  ,  ou  xx-^yy ,  fpic  en  même- 
temps  une  cinquième  puiflance  ,  on  aura 

i2=x  &ccs=ti  ;  doncx=s;?^ — ^^/^Vî+S/^î*» 

&  j=r:5p*^ — icp;?j'-f-ç';  Se  en  faifant  de 
p!us  p=^  &c  ^=1 ,  on  trouvera  x=:s38 

&cj^\w,  par  toufy^ucnt  Xa-j-Jj— JiiJ 


rame  J/. 


Q 
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* 

CHAPITRÉ  XIII.. 

î)c  quelques  exprejfions  de  la  forme  ax* 
^by*,  qui  ne  font  pas  réductibles  à  des 

V^N  s^eft  donné  beaucoup  de  peine  pour 

tiûuvcr  deux  bi-quarrés  ,  donc  la  lumtne 
OU  la  différence  fàc  un  quarré  ^  mais  inutî* 
lemcnc ,  <Sc  même  on  eft  parvenu  à  la  6a 
à  démontrer  que  ni  la  formule  x*'-f-j%  ni 
la  formule  — y*,  ne  peuvent  devenir  des 
quarrés ,  fi  ce  n^eft  dans  les  cas  évidens  où , 
dans  la  première,  jc  ouy=±:o  ,,ôc  où, 
dans  la  féconde ,  y=o  ou  y=x.  La  chofe 
eft  d^aucaoc  plus  remarquable^  qu'on  peuc 
trouver ,  comme  on  Ta  vu  ,  une  infinité  de 
loiucions ,  lorfqu'il  ne  s'agit  que  de  iimplcs 
qaarrés.  t  . 

Nous  allons  donner  la  démonftracion  dont 
nous  venons  de  parler ,  &  afin  de  pro- 
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c<fder  par  orJie, nous  retnarquerons  avauc 
touccs  chofcs  que  les  deux  àombf es  xtcy 
peuvent  être  Regardes  comme  premiers 
entr'cux*  En  effet,  fi  ces  nombres  avoienc 
un  commun  divifeur  ,  de  façon  qu'on  pût 
faire  x:±=ip  ic  y±^Jq  ,  nos  formules  de- 
^  viendroicDC  ii*//*~[-t4Y  Se  d^p^-^d^q*  ;  ces 
formules ,  li  elles  ëtoient-des  quarr^s»  ref» 
teroienc  des  quarrés  écanc  divifes  part/*; 
donc  auflî  les  formules  />^9*  & 
dans  Ufquellcs p  Se  q  n'onc  plus  de  cova^ 
rtun  divifeur  ,  feroienc  des  quarrës ,  par 
conf^^qucnc  il  fuiSra  de  prouver  que  nos 
formules,  dans  le  cas  où  x  &l  y  ïoni  des 
nombres  premiers encr'cux  ,ne  peuvent  de- 
Vs^nir  ucb  quarr^is ,  lc  nuire  clcmonltracion 
sVcetidra  d'clle-»mème  à  tous  les  cas  où  x 
&c  y  auroicnc  des  divitcurs  communs» 

a  04. 

Nous  commencerons  donc  parla  fomme 
dcdeux  bî*quarr(rf$ ,  fa  voir  par  la  fonDule 
^^*f*J^'  &  en  coniidéranc  x  Se  y  comme 

des  nombres  qui  (ont  pi  .micrs  cntr'eux.  Il 
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s^agic  de  prouver  que  cette  f  ormule  ne  pcuc 
devenir  un  quarré  que  dans  les  cas  men- 
tionnés ci-deifus  ;  on  va  voir  les  raifon- 
nemens  que  ceue  Jcmonftration  exige. 

Si  quelqu^un  oioit  la  propoficioo  ^  ce  fe- 
roir  foutenir  qu'il  pcuc  y  avoir  des  valeurs 
de  x&  dey  relies  que  x^+;y^fùc  un  quarré, 
quelques  grandes  qu'elles  fuiTenc  ,puifqu'il 
D^y  en  a  pas  de  petites. 

Or  I  on  peut  faire  voir  clairement  queii 
j(  &  y  avoicnc  des*  valeurs  facisfaifantcs  ^ 
on  pourroic ,  quelques  grandes  que  iuHenc 
ces  valeurs  ^  tn  déduire  de  moindres  pa- 
reillement fatisfaifantes ,  tirer  de  celles-ci 
des  valeurs  encore  plus  petites  ,  &  ainfi  de 
fuite.  Fuis  donc  qu'on  ne  connoit  aucune 
valeur  en  pctics  nombres,  excepté  les  deux 
cas  ci-delTus  qui  ne  mènent  pas  plus  ioin^ 
on  peut  auffi  conclure  avec  aflurançe  qu'il 
n^exifte  point  de  valeurs  de  x  &  de  j  de 
la  nature  de  celles  qu^on  cherche  /  &c  pas 
même  dans  les  plus  grands  nombres.  La 
proportion  avancée  à  Tégard  de  la  diffé- 
rence de  deux  bi«quarré$|  x^-^j^^  fe 
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démontrera  par  le  même  principe,  comme 
00  le  Terra  plus  bas* 

Ce  font  lespointsfuivants  qu'il  fautcon- 
iidérer  maintenant^  fi  on  veut  fe  convain- 
cre que  ne  peut  devenir  un  quarré 
que  dans  les  cas  évidens  dont  nous  avons 

parle. 

I.  )  Puifque  nous  fuppofons  qne  x  Bcy 

font  des  nombres  premiers  entr^eûx  ^  c'eft 
à*-dire ,  qui  a^onc  point  de  commun  divi* 
feur,  il  faut  qu'ils  foicnc  ou  impairs  tous 
les  deux ,  ou  que  l'un  foie  |>air  &  que  Tautre 
foie  impair. 

II.  )  Mais  ils  ne  pourrotent  être  impairs 
tous  deux  9  à  caufe  que  la  fomme  de  deux 
quarrésimpairsnepeuc  jamais  être  un  quar- 
xéi  car  un  quarté  impair  tO:  toujours  con- 
tenu dans  la  formule  ,  &c  par  con- 
féquent  la  fomme  de  deux  quarrés  impairs 
aura  la  forme  >  éuni  divifiblc 
par  X  ,  mais  non  par  4  ^  ne  peut  être  un 
quârrc«  Or ,  ce  i^uc  nous  venons  de  dire  doit 

Qiij 


fi'cûteadre  auffi  de  deux  bi-quarii^:^  impairs^ 

III.  )  Si  donc  jc*«-j->*dou  être  unquarré» 
il  fauc  qu'an  des  termes  foie  pair  ^  2c  que 
raucre  foie  impair.  Or,  nous  avons  vu  plus 
b^uç  que  9  pour  que  la  fomme  de  deux 
quarrcs  ^ic  un  quarre  ,  il  faut  que  la  ra- 
cine d«  Tan  puiflfe  ^rc  exprimée  par  pp^-qq, 
Siç  ççllç  de  i  auti  c  par  zpq  ;  doncTl  faudroic 
que  xxr^ipp-^qq  6cyy:=ipq ,  &c  on  auroiç 

I V.  )  Ici  par  confequcnt  y  feroit  pair  & 

acfcroipmpair,  mais  puirque  jrac^/;/? — qq^ 
il  f^uc  aufli  que  d«s  nombres  p-ôc  q  Pttnfoîe 
p^ir  &  i'aucrç  impair,  Or,  L  premieir/?ûe 
peut  être  pair,  pXrcc  que  s'il  l'écoit — qq 
ierw  un  nombre  4e  U  forme  4  » — i  ou 
4^2+3  >  ^  pourroît  devenir  un  quarré^ 
'Ponç  il  itaudrw  que  p  lue  impair  4  que 
g  fui  pair  j  &  en  ce  qas  il  cft  clair  que  xxs 
liombres  ferooc  premiers  eacr'eu^^ 

V.  )rom;quçpp — .jLydçvieaoeunquarri 

Q}^Tgfs^xx%  il  faut ,  comme  nous  avons  vu 

plus  hauç  ,  que  p—rr-Yj^  &:,qz:;^7,rf;  car 
f  A  (9  cas  xi^rr—fjy  ôc  x:z=zrr^jy^ 
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VIO  Or  il  &ut  que  y  y  foit  pareittemelic 

yntjuai  ic;  ôc  puifque nous  avions yy=x^y  ; 
aous  aurons  k  préfenc  yy=s^f(^  ^^'^^fj  )  ; 
de  force  que  cette  formuie  doic  êtt-ô'  ua 
quarré;  donc  il  iàut  auffi  que  rf{rr^ff) 
foit  un  quarré  :  &:  remarquons  que  r  &  /  - 
ibnc  des  nombres  premiers  entr'cux  ^  de 
façon  que  iq^  crois  faâeurs  de  cette  kt^ 
mule,  favoîr  r ,  f  îcrr^Jf,  n'ont  point 
de  coiniiiun  divîleur* 

VlI.yÔr ,  quand  un  produit  de  pluficurs 
faâeurs  qui  n'ont  point  de  dsvifeur  coni-^ 
mun,  doit  être  un  qoarré,  il  faut  que  cha- 
que faâeur,  ioit  de  lui-méoie  tm  xftAtté^ 
ainfi  on  fera  r=/i  &i  fz=^uu  ^  il  faudrà 
que  x*-f-a*=sO.  i 

Si  donc  ^-J-y*  écoit  un  D ,  notre  for- 
mule ,  t*^ii%  qui  efi  pareillcmeat  ta  foinihé 
de  deux  bi-quarrés  ,  feroit  demêmeun 
Et  il  eft  bon  d^obferrer  ici  que  puifque  XX 
t=t* — fie  yy=s:^ttuu{  i*^u*),ïc$  nom- 
bres t  6cu  feront  évidemment  bien  plus 
petits  que  x  ôcy,\u  que  xôcy  (e  déter- 
minent même  par  les  quatrièmes  puîiïanccs 

<2iv 
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de  t  Scie      &  ne  peavenc  par  conM-« 

quenc  que  devenir  bieo  plus  graa c^uc  ces  • 
fiombreç.  ; 

VUI,)  Il  s'enfuie  dc-là  que  fi  on  pouvoit 
affigoer  ^  quand  même  ce  feroit  en  nombres 
trèç-grandç  ,  deux  bi-quarrds  ,  comme  oc* 
i9cy^>  dont  la  fomme  £tit' iin  quarré ,  on 
{xoi)rroi(  m  dcfduire  une  (biome  de  deux 
(>i-quarrés  beaucoup  plus  petits  ,  qui  feroit 
pareillement  un  quarré  ;  ceue  nouvelle 
fomme  en  feroit  trouver  enfuite  une  autre 
de  la  même  nature  Ôl  encore  plus  petite  , 
&  ainfi  de  fuite  jufqu\i  ce  qu'on  parvînt  à 
nombres  tres-petits.  Ur,una  telle  fom- 
me ,  en  nombre  très-pciics^ ,  n'éranc  pas 
pollible  y  il  s'enfuit  évidemment  qu'il  n'y 
en  a  aucune  qu'on  puifle  cxpruuer  par  des 
QQnijbre$  très^-grands, 

JX.)  On  pourrpit  objcâer  ^  à  la  vérité, 
qu^Ue^ftç  qncifomme  de  Tcfpece  dontnous 
parlonsj  en  nombres  crcs-petic? ,  fa  voir  dans 
Je  ca^  dont  nous  avon$  ^it  mention  ,  oii 
Tun  des  deux  bi-quarrès  devient  zdro  ;  mais 
.MUS  répondons  c^u'on  n'arrivera  certaine* 
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mené  pas  à  cec^s,  en  revenant  des  nombres» 
crès<-grands  aux  plus  petits ,  fuivant  la  mé- 
thode indiquée; car  fi  dânslapecite  fomme 
ou  dam  la  fomme  réduite  on  avoic 
r=oou  f/sOj  on  auroic  néccffaircmcnt 
yj=:=:odansIa  grande  fomme  ;  or,  c^eftnQ 
cas  qui  n^cntre  point  ici  en  confidération. 

PafToas  à  la  féconde  propoficion,  &  prou- 
vons auffi  que  la  différence  de  deux  bî- 
quarrés  ^  ou  x*— jr*,  ne  peut  jamais  devenir 
un  quarre  que  dans  J es  cas  où  j=o  Ccy=x. 

I.  )  On  peut  regarder  les  nombres  x  &  y 
comme  premiers  cntr'eux  ^  £c  par  cpnfé* 
quent  comme  étant  ou  impairs  tous  tes 
deux , pu  l'un  pair  £c  l'autre  impair.  Or» 
comme  dans  l*un  &  Pautrecas  la  différence 
4e  deux  quarrés  peut  redevenir  un  quarré^ 
il  faudra  confiderer  ces  deux  cas  (épa- 

rément. 

II.  )  Suppofons  d'abord  les  deux  nombres 
X  &  y  impairs ,  &  que  x^p+q&cy— p—q , 
il  faudra  néceiTaircmenc  que  l'un  des  deux 


nombres  p  &c  q  foie  impair ,  &c  que  lautre 
foie  pair.  Or,  nous  avons  xx— yy=4p^ , 
&  xx^yy=2pprj^xqq  donc  notre  for- 
mule X* — y*=^q(^pp'^'^çq)  y  ^  <^ccî 

devant  être  un  quarré,  il  fautauifiquela 

quacricme  partie  ,  {ipp"\-%qq)=xpq' 
( >  quarré  »  &  puifque  les 

faâeurs  de  cette  formule  n'ont  point  de 
^  commun  divifeur ,  à  caufe.  que  fi  p  eft  pair  * 
q  eft  impair ,  chacun  de  ceis  faj9:eurs  ,  %p  , 
qSc  pp+qqj  doit  être  de  foi  un  quarré.  Afin 
donc  de  faire  en  forte  que  les  deux  prc- 
miers  deviennent  dés  quarrës ,  qu*on  fijp- 
pofe  xp=^rr  ou  /3==xrr,  &cqz=^J/,  ù\i  f 
doit  être  impair ,  &  il  faudra  qufc  le  troi-  . 

fieme  faâeùr ,  ^r^^r/^i  ^^^^  pareillement 
un  quarre.       v  ^ 

II I.)  Or ,  puifque  /*+4r*  cft  la  fommc 

de  deux  quarrés  ,  dont  le  premier  , cft 
impair ,  &  dont  l'autre,  4r%  eft  pair ,  qu'on 
•  fa  (Te  la  racine  du  premier ff-^tt—uu  ,  où 
t  foit  impair  &  u  pair;  &  la  racine  du  fé- 
cond y  xrr=s!z2.tu  f  ou  rr=^tu  ^  Q\x  t  8c  a 
font  premiers  encr^eux. 
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IV.  )  Puis  donc  que  fii=rr  doit  être  ua 
quarré^  il  faut  <|ue  tant  t  que  u  foient  des 
quarrés;  Qu'on  fuppofc  donc  t=mni  &  u 
s=mn  ,  en  entendant  par  m  un  nombre  im- 
pair ,  &c  par  /z  un  nombre  pair  ^  on  aura 
ffi=^U^* — ff  i  de  forte  qu'il  faudroic  de  nou- 
vcauHju'unc  différciicç  de  deux  bi^quarrtfs^ 
fa  voir  m* — /i*,  fut  un  quarré.  Or,  il  cû  clair 
que  ces  nombres  feroient  bien  plus  petits 
que  X  ôc  j  ^  puifqu'ils  fdnt  moindres  que 
r  &  /,  qui  font*  çux-i^tnes  évidemment 
plus  petics  que  -x  y.  Si  dont;  une  folution 
étojt  poflibia  dans  dé^rands  nombres^  & 
que  x^-ky*  fûc.tin  quanc^^il  faudroic  qu'il 
y  en  e&t  une  'auî()R  qni  ftlt  poflible  pour  des 
nombres  beaucoup  plus  petits  ;  celle-ci  de- 
vroît  faire  parvenir  à  une  autre  pour  des 
nombres  encore  pluspctics,&:  ainiidefuite. 

V.  )  Or,  les  nombres  les  plus  pccics,  pour 
lefqueis  un  tel  qu^rrë  peut  fe  trouver^  ont 
lieu  dans  le  cas  où  v.n  des  bi-quarrcs  cft 
n=Q ,  ou  qu'il  eft  égal  à  Tautre  bî-quarré. 
JJaiis  le  premier  cas,  il  faudroic  que/2=o; 

4onçi/so,  &  de  même  nsso,  /?^o. 
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&  enfin  jic*— y*=o  ,  ou  x*=y*  ;  ce  qat 
eft  un  câs  ^  duquel  il  n'elt  pas  queftion  ici  ; 
que  fi/2=m^  on  trouveroîc<=ii ,  enfuite 
J=o,  q=zo  ,  &L  enhn  auili  «x=y  ^  ce  qui 
n^entre  point  ici  en  confidération, 

207. 

On  pourroic  £iire  ici  robjeâion  que  , 
puifquc  m  efl:  impair  &  que  n  eft  pair  ,  la 
dernière  différence  n^eft  plus.femblable  à 
la  première  ,ôc  qu'ainfi  on  ne  peut  en  cirer 
des  conclufions  analogues  pour  des  nom- 
brcsplus  petits.  Mais  il  fufBt  que  la  première 
différence  nousait&it  arrivée  à  la  féconde» 
&  nous  allons  faire  voir  que  x"^ — j'^.nepeut 
son  plus  devenir  un  quarré,  quand  Pun  des 
bi-quarrés  eft  pair  &l  que  Tautre  eft  impair. 

I.)  D^abord  fi  le  premier  ëtoît  pair  , 
&  que  j*  fût  impair,  la  chofe  feroit  claire 
d*elle-mcmc,  puifqu'on  auroit  un  nombre 
de  la  forme  4n-f-3  »  qui  ne  peut  être  un 
quarré.  Soie  donc  x  impair  ôc  y  pair  ,  il 
faudra  que  xxs:=zpp-j-qq  ,  &  y*=x/>y  , 

d'où  réfulte      — y*=P* —  ^FP9  ï4"î* 
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^=^pp — ^^y,  où  des  deux  nombres  p  q 
Tuo  doic  êcre  pair  ic  l'autre  impair, 

II.)Or,^p-|-^j=xjcdevantctrcun  quar- 
ré  ,  op,  a  p=ssrr—Jf  6c  q=sLXrf;  donc  x 
=rr+ ff,  Mali  d  c-I  à  r  c  lu  I  c  c  jy  =  i  {f—ff) 
'  .zrf,  oit  yy^^ffirr'^ff) ,  ce  qui  devant 
êcre  un  (^uarré,  le  quart  rf(^rr — -JJ  ),  donc 
les  ftâieurs  font  premiers  entr'eux  ,  doîc 
pareillement  écre  un  quarré. 

III  )  Qu'on  faffc  donc  n=utiLf=uu  , 
on  aura  le  troiiicnic  fafteur  rr—JJ^zi^-^u*^ 
qui  devra  même  êcre  un  quarré  ;  or  ^ 
comme  ce  faâeur  équivaut  à  la  dilFérence 
de  deux  bî-qoarrés ,  qui  fooc  beaucoup 
moindres  que  les  premiers  ^  la  démrnftra- 
tien  précédente  eft  pleinemenc  confirmée  ; 
&  il  cil  évidenc  que  ii  ia  différence  de  deux 
bi-  quarrés  pouvoir  devenir  égale  an  quarré 
d^un  nombre  j  quelque  grand  qu'on  veuille 
le  luppofer ,  on  pourroit,  moyennant  ce 
cas  connu  ,  parvenir  à  des  différences  de 
plus  enplus  petites,  qui  feroicnt  de  même 
réduâibles  à  des  quarrés  ^  lans  cependant 
retomber  dans  les  deux  ca^  evidens ,  cloiic 


nous  avons  parldâu  commencement  ;  donc 
il  eft  impoffible  que  la  chofe  puifle  a^voif 
lieu  même  pour  les  plus  grands  nomb&es. 

208. 

•  •  «I. 

La  première  partie  dé  la  d^mooftration 

prdcddence  ,  Ta Yoir  ou  x&cy  foncAipporés 
impairs ,  peut  s'abréger  de  la  manière  fui- 
vante:  (ix* — y^étoit  un  quarré.;il  fàudroiC 
qu'on  eût  xx=ipp^qq  &  yy=pp—qq  , 
en  entendant  par  p6cq  des  nqf^bres  donc 
l'un  loic  pair  u:  1  autre  impair  j'moyciinanc 
cela  CD  auroit  xxyyz=:p*—q\  .&  faudroit 
par  confdquenr  que ry*  fût  un  quarrej 
or^c^eft  là  une  différence  de  deux  bi  quarrés 
dont  Tun  ctt  pair  6c  donc  l'autre  cil  impair  ; 
&  il  a  été  prouvé  dans  la  féconde  partie 
de  la  dcmonftr^tiôn ,  qu'une  diférence  de 
cette  naturè*nd^eu£  devenir  un  quarré. 

'  ' 

Nous  avon^dooc  prouve  ces  deux  çro- 
pofitions  capttal^s\,  que  ni  la  femme  oiiâ 
différence  de  deux  bi-quarrcs  ne.pcuc  de«. 
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venir  uo  nombre  quarré^  fi  ce  oVft  dans 

un  pccic  nombre  de  cas  touc-à-fùit  cvidens. 

Quelques  formules  donc  qu^on  veuille 
transformer  en  des  quarrés,  fi  ces  formules 
demandent  qu^on  réduife  à  un  quarré  la 
fomme  ou  la  diâerence  de  deux  bi-quarrés^ 
on  peut  prononcer  que  ces  formules  pro« 
pofcesfonc  pareiilcmenc  impofTibles.  C'ell 
ce  qui  arrive  à  Tégard  de  celles  que  nous 
allons  indiquer. 

I*)  n  n^eft  pas  poflible  que  la  formule 
x*-|-43^*  devienne  un  quarré  ;^  car  puilque 
cette  formule  eft  la  fommc  de  deux  quarrés, 
il  faudroic  ^cxx=pp — qq^  6çiyy=%pq 
ou  yy—pq  ;  or  ,  p  &c  q  dta.  c  des  nombres 
pren^iers  entr^eux ,  il  faudroic  que  Tun  & 
Tautrc  lut  un  □  .  Si  donc  on  fait  p—rr  &c 
q=:lj\  on  aura  xjc=r*--/*;  ç'eft^à-dire 
•  qu'il  'faudroic  que  la  différence  de  deux  bi- 
qua  r  rés  fut  un  quarré ,  ce  qui  efi  impolEble. 

II.)  Il  a'eft  pas  poflible  non  plus  que  la 
formule  JT* — ^4y^  devienne  un  quarré  ;  car 
JA  taudroic  dans  ce  cas  que  xx^pp-^qq  , 
âc  %yy=.%pq  ,  afin  qu'on  eût  x*— 4y* 
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i={pp — (J^y  ;  or ,  pour  que  yy—pq ,  îl  fmt 
que  uuc  p  que  q  (oie  uu  quarré  ;  &  (i  oa 
fait  en  conféquence  p^^r  6c  q=fff  on 
a  xxzszt*'^'/^  ;  c'eft-à-dire  qu'il  faudroic 
que  la  fomme  de  deux  bi-quarrés  pût  de- 
veckir  un  quarré  ^  ce  qui  clt  impoilible. 

II [.)  11  eft  impoffible  auffi  que  la  for- 
mule 4x* — devienne  un  quarré ,  parce 
qu'il  faudroK  en  ce  cas  ncccflairemcnt  que 
y  fut  un  nombre  pair;  or^fiPon  iaitysa^, 
on  trouve  que  4,x*~i^^*,  &  par  confd- 
quenc  auffi  la  quatrième  partie  x* — 4^^ , 
dev^^oic  pouvoir  fe  réduire  à  un  quarré  ; 
ce  que  nous  venons  de  voir  n'être  pas  pof- 
fible. 

IV,)  La  formule  2x*-j"i}'*  ne  peut  pas 
non  plus  fe  transformer  en  un  quarré;  car^ 
puifqu'il  faudroic  que  ce  quarrc  fût  pair , 
&  par  conféquenc  2x^-|-xy^==4f ^  ^  on 
auroic  x*-|-y*=i:^:^  ,  ou  i|^j-j-iA:jcjy=JC* 
*|-xxjeyy+y*=^D ,  ou  pareillement 
— iAxjy=x* — xxxyy-\-y*z=z  □  .  Ainû  , 
comme  tanc  i{:f-|-ixjryj  que  r^^xxxyy 
de viendr oient  des  quarrés  ^  il  iaudioic  que 

leur 
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\c6x  produit  4{* — ^^y%  auffî-biett  qoe  lo 
quart  de  ce  produit ,  ou  {♦ — <«*  y*  j  ftt  Ua 
^uarré.  ]>Iai&  œ  quart  eii  la  différence  de 
4euK  bi^quarrés  ;  dcMic ,  &c«        «  • 

V.ySofio  ^  je  disauffiquelâ  formule  a 
*— iy*ne  peut  être  m  quarré  ;  car  lés  deux 
nombres  x  de  y  ne  peuvent  être  pairs  tous 
deux^  puifquc,  sHlsrctoicnt,ilsauroîentutt 
divifeur  commun  ;  ils  ne  peuvent  être  noo 
plus  pair  Pun  &  impair  Tautrc ,  puîfqu'au- 
rremenc  une  partie  de  la  formule  feroit  dl- 
viiiblc  par  4. ,  2>c  Vautre  feulement  par 
&  qu^aînfi  la  formule  entière  ne  ierok  dt- 
vifible  que  par  x  ;  donc  il  faut  que  ces 
iiombresx  &y  foient  impairs  tous  les  tteux* 
Or,  fi  l'on  fait  à  prcfeac  x^p-j^q  ,  &.  y=f 
,  un  des  nombres  p     q  fera  pair ,  & 
Tautre  fera  impair  ;  &  puilque  ix* — zy* 
'  s=îi(x#f4-yj)  (xx— jy)  ,  &  que  ^f^+y/ 

teii4.;7^,  notre  formulcfc  trouvera  ei^rim^e 
par  ^6pq{pp'-\^q)9  dont  la^/eizieme  partie^ 

DU  pqipp'jfqij)  ^àcvrà  ccre  pareillement  un 

^quarr^.  Mais  ces  tàâeursfooc  praoners  cH** 

Tome  IL 
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trVux  ;  ainfi  chacun  dote  de  Ton  côté  être  lioi 
quarrd  Qu'oo  fafie  doac  les  deux  premiers 
|ç=rr  &c  q—fl'f  &  le  troifieme  dcvcnaûC 
ce  qui  ne  peuc  àcrc  un  quarré  , 

prouvera  que  la  formule  propoféc  ne  peut 

pas  non  plus  devenir  un  quarré« 

aïo. 

On  peut  démontrer  de  même  que  la 
formule  x^-j-xj^  ne  devient  jamais  uti 
quarré  ;  voici  l'ordre  de  cette  dcmonftrjii- 
tion  : 

I.  )  Le  nombre  x  ne  peut  être  pair ,  parce 
qu^il  faudroic  en  ce  cas  que  y  fût  impair  ; 
&  la  formule  ne  feroit  divi(ib!c  que  par  2t 
&  non  par  4  ;  donc  x  doit^&tre  impair. 

II.  )  Qu'on  fuppoie  donc  la  racine  quarrée 
de  notre  formule  =xx-j-^  ,  afin  quViie 
devienne  impaire  ,  on  aura  a -j-i^*=x* 

où  les  ^  fe  détnii. 

fent  ;  enforte  qu'en  divifant  les  au:rcs  ter- 
mes par  y  y  6l  multipliaoc|>ar  qq ,  on  trouve 
,^ixx+4;Ppyy=x^^y^^Q^^qxx^2.qqyj 
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"^jPPyyf  d'où  l'on  tire  5=^^;  c'cft- 
à-dire  xx=gq—ipp  ^  yj~zpg  ,  qui  font 
les  mêmes  formules  que  nous  avons  déjà 
données  plus  haut. 

J II.)  Ainfi  (jq-^zpp  dcvroît  être  un  quar- 
riS  (Se  c'eft  ce  qui  ne  peut  arriver  ,  à  moins 
qu'on  ne  fkffc  ^~rr-\-r  ff&,  p^xrf,  afin 
0  .\\'<ÀTxx~{i  r—xjJ  y  ;  or,onauroicalors 
4r/(rr-j-2//  yy  ;  &  il  faudroît  qu'aufH 
le  quart  rj\it-^-Lff)  iVit  un  quarré,  & 
parconfequenc  que  r  Ôc/ftlTent  chacun  en 
parriculier  des  quarrés.  Si  donc  on  fuppofe 
r^tt  6c  fz±^uu,  on  trouvera  le  troilicme 
fadeur  rr-j^^jJ~^^^^,^ ^  q^i  ^^^^j^  ^^^^ 

un  quarréé 

IV.)  Parconféquenc  fi  jt*-j-zy*  étoiruQ 
quarrd ,  il  faudroic  auffi  que  z*-j-2i^*  fut  un 
quarr^  ;  &  comme  les  nombres  r  &  &  fe- 
roicnt  beaucoup  moindres  que  x  &  y^  on 
pourroir  parvenir  de  la  même  manière  à 
des  nombres  toujours  plus  petits.  Or,  ilcft 
facile  de  fe  convaincre  ^  par  quelques  tSàis, 
que  la  formule  propofée  n'cft  pasunquarré 
de  quelque  petit  nombre;  donc  elle  ne 

Riy 


l'cÛ  pas  non  plus  d'un  nombre  ntêmc  très- 
grand.  '  ' 

an. 

Pour  ce  qui  regarde,  au  contraire,  la  for- 
mule X»— xy* ,il  n'cû  pas  poffiblc  de  prou- 
ver, qu'elle  ne  peut  devenir  «n  quarré ,  6c 
on  trouve  même,  par  un  raifooDcment  fero- 
blable  au  prccédeiit ,  qu'il  y  a  une  infiniti 
de  cas  où  cette  formule  .devient  réellement 
un  quarré* 

.  En  cfFet ,  que  doive  être  un 

q.uarré  ,  nous  vuiui.b  de  voir  qu'en  tailànt 
x^ppJ^^qif  Se  yy—ipq  >  trouve  x* 
^xy*=(,pp—l^1ï  Or,  pp-{-iqi  doit 
donc  devenir  pareillement  un  quarrd  ,  & 
c'eft  ce  qui  arrive  ,  brfque  p=izrr—iffSc 
q—'^rf,  vu  qu'on  a  dans  ce  cas  x>cssi{rr 
A-iff)'.De plus,  il  ell à  remai cjucr  qu'on 
pourroit  prendre  pourle  même  effet /kssi.^ 
^ff,  ^qsssxrf:  nous  ferons  attention  à  l'uo 

fit  à  l'autre  cas. 

I.)  Soit  d'abord  p=:rr--xff&c  q^rf^ 
on  aura  x^rr-j-z//';  &  à  caufe  de  yy 
sBapj ,  on  aura  maintenant  yy=^rj  {rr 
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^iJT)  ;  de  forte  que  r  àc  f  doivent  êcrc 
des  quarrës.  Qu'on  faffc  donc  r=fr  ic 
f~4U,  on  trouvera  yy=â^ttuu  (   — ii^*). 

Ainfi  y—xtuVi^ — iw*  6c  x=r*4-2ii*; 

donc  ^  lorfque  t—*xu^  e(l  un  quarré  ^  on 

trouvera  auffi  — î-J  —  D  ;  mais  quoique 
t  &  u  foienc  des  nombres  plus  petits  que 
-îtf  &  y ,  on  ne  peut  conclure  cependant  , 
comme  auparavant ,  que  x*— xy*  ne  peut 
être  un  quarrd,  de  ce  qu'on  parvient  à  une 
formule  femblabie  en  de  moindres  nom- 
bres j  carx* — xy^  peur  devenir  un  quark-é, 
<kns  qu^oh  parvienne  à  la  formule  /••~tii*, 
comme  on  ie  verra  en  coaâdérani;  le  fie* 
cond  cas, 

II.)  Soît  donc  p=%ff—rr  8c  qr^irf, 
on'aura ,  à  la  vérité ,  comme  ci-devanc , 

xx=^(fr'^zjfy'^  mais  on  trouvera  yy=i/?^ 
's=i^rf{%ff—rf).S\  Von  fuppofe  maintenant 
nszit  &c       uu  ,  on  obtient  yy—^ ttuu 

(  %u^—t^ ,  par conféquçnty=ifwl/i t 

&  ;csE=l*-piw*,  moyennant  quoi  il  cft  clair 

i}ue  notre  formule  x^-^zy*  peut  devenir 

»1 


t 
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auffi  un  quarré  ,  quand  la  formule  ae/*— ^ 
devient  un  quarré.  Or  ,  ce  cas  a  lieu  évi- 
demitient,  q  .and  f=5=i  &  ;  &  nous 
obtenons,  par- là  x=3  <5c  y=:z  ,  Se  enfin 
— i/=8i — X.  16=49. 
IIL)  Nous  avons  aulfi  vu  plusiiaut  que 
an*— tx*  devient  un  quarré,  lorfque  «=13 
fie  r=i  ,  puifqu 'alors  l/^2ii*-*^:*h=5i39. 
Si  nous  fttblUtuuns  donc  ces  valeurs  au  lieu 
dii  t  6c  de  u  ,  noui»  trouvons  wa  nouveau 
eas  pour  notre  formule  ,  favoir  ^ft==eè-*|-a 
.  •13—57^^3 >  &}'—^.  13.139=6^  14, 

IV.)  De  plus ,  dès  qu'on  a  trouvé  des 
valeurs  de  x  âc  xle  y  ,  on  peut  les  lubiii* 
tuer  k  e  &c  k  u  dans  les  formules  du  n*^.  i , 
&  on  obtiendra  par  ce  mojren  de  nouvelles 
valcuril  Je  X  2c  de  y,  ^  , 

Or,  nous  venons  de  trouver  x=r3  Sçj 
failpns  donc^  dans  les  formules  n^ 

/=5:3  ôc         ,  de  forcc  quc  \/t*  — 
t=:7 ,  &  nous  aurons  Içs  nouvelles  valeuis 
fuivanccs,  xs^zSi-^x.  16=^11^  &  yx=i^ 
.  3,    7^8i^  ;  ainû  xx=5:  i^j6^  ,  &.  j^* 
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t=sî^3o4735i  ;  de  plus  yy  =37056,  &  y* 
=49787136  ;  donc** — ^3473089: 
la  racine  quarr^e  de  ce  nombre  eft  7967 , 
&  elle  s'accorde  parfakemenc  avec  la  for« 
mule  adopedeaucommencemenc ,  pp-zfq  ; 
car  puirque  e  =  ^  ic  insssx,  oa  SLrsss^  ic 
/=:4  ;  donc  /)=8 1—31=49  &c  q=^jz  ; 
d'où  néiulte  xqqzszz^i    *  10368 


CHAPITRE    XI  V. 

«  * 

Solutions  de  quelques  Queflions  qui  appar^ 
tienacnt  à  cette  partie  de  VAnalyfe. 

111. 

N  ous  avons  expliqué  jufqulcl  les  artifi- 
ces qui  fe  préfentent  dans  cette  partie  de 
ranalyfe  ,  &  qui  peuvent  être  néccfTaîrea 
pour  rëfoudre  quelque  queftion  que  ce  foie 
qui  appartienne  à  cette  partie;  il  nous  refie 
A  les  mettre  dans  un  plus  grand  jour ,  en 
joignant  ici  quelques-unes  de  ces  tjueltioas 
avec  lenr$  folucioni» 

Ri? 


« 

Première  QueJliM.  Trouver  un  nombre 
tel  que ,  fi  on  y  ajoute  ou  qu'on  en  rerran* 
jch«  Tunité  )  obtienne  dans  Tua  5c  l'au- 
tre ca^  un  nombre  quarrë. 

Seit Je  noinbre  cherché  =x,  il  faut  qua^ 
lant^-fi  que  x™i  foit  un  q narré.  Sup- 
pofons  pour  le  premier  cas  ^'\-i=pp\ 
nom  aurons  x^pp^t  &  x — i  :=:pp — i , 
ce  qui    V  r^  pareiUcmcuc  ôrrc  un  O  ,  Que 

racine  en  foît  donc  7 ,  nous  aurons 
pp  2  zrzpj^ — ^PÇ^^^»  ^  par  conféquenr 
P^^*  aatnojren  de  quoi  on  obuencjg 

'  9  pput  donnera  J  une 

^  valeur  quelconque  même  fraftionnairc.  ' 
Si  'nous ^àifons  donc  ^—7^  en  force  que 

.^rrjr  '  "OMS  aurons  pour  quel<|u«» 
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I 
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Seconde  Qf*cfidon.!I rouvcr  un  nombre  x 
tel  que,  fi  on  y  ajoure  deux  nombres  quel- 
conques, par  exemple,  4  &  7,  on  obtientie 
dans  Tun  &c  Taucrc  cas  un  quarrd. 

Il  iâuc  d'après  cet  énoncé  que  les  deinc 
formules,  x-^^  &c  j,  deviennent  des 
quarrës.  Qu'on  fuppofe  donc  la  preoMcire 
x-j^^=pp  ,  on  aura  x=^jypr-^,  &c  la  fé- 
conde deviendra  x-^y  =  pP^^  ;  or,  cette 
formuk  devant  aufli  c:re  un  «^arrd  ,  foie 
fa  racine  =  p-\-q ,  &  on  aura  pp^'i  —  pp 
*^^pÇ^Ç<J  ,  d'où  l'on  tirera /> 5=  i-J^,  & 

par  confdquent  x=2 — E£22iL^  Si  de 
plus  on  prend  pour  q  une  fradion  ~ ,  on 
trouve  pour  x  la  valeur   jr^r-h — 

dans  laquelle  on  peut  fubfKtuer  krtck/ 
tous  les  nombres  entiers  qu'on  veut» 

Si  l'on  fait  r  =  i  &  /as  i  ,  on  trouv  e  x 
es — 3  ;  donc  x^^=zi  ôc  x  \  ■7-^4> 

;    Çuc  fi  Tua  demandoic  ^ue     fût  un 


/ 
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nombre  poikif  ^  oo  pourroic  faire /=x  âc 
r=i  ,  &  on  auroic  x  =  Î5,  moyennant 
quoi  H-4='fir,^c.*-f7=^. 

Si  l'on  fait  y"=3&:r=i,ona  a:=:^, 
d'où  réfulcent  ^f-f-4==    fie  jc  j  ys^x*  " 

.  Veuc-on  que  le  dernier  terme  de  la  for- 
mule qui  exprime  x ,  furpafle  le  moyen  ^ 
qu'on  fafle  r=5  6c  y=i,  on  aurax  =  ", 
&  par  coDiéqucnc  ^+4=5=^  &  ^+7=:^, 

■  ^  "5- 

Troijumt  Qjuftim^  On  cherche  une  va* 
leur  fraâionnaire  de  x  ^  celle  qu'ajoucée  k 
t  ou  fouftraice  de  i  ,  elle  donne  dans  Tua 

Taucre  cas  un  quarré. 

Puifquc  ce  font  les  deux  formules  i+x 
&  i«— X  qui  doivent  devenir  des  quarr^s  , 
qu'un  fuppofe  la  première  ,  on 

aura  x=pp — i  ,  &  la  féconde  formule  x 
— X  =  X — pp  Or  ,  comme  cette  formule- 
ci  doic  devenir  un  quarré ,  &  que  ni  le  pre^ 
niier  terme  ni  le  dernier  n^eft  un  quarré  , 

il  faudra  tâcher  de  trouver  uo  cas  oh  la 

■ 
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formule  devienne  un  □  ;  on  ne  tarde  pas 

â  Cil  appcrcevoir  un,  c'elè  celui  de  /?=i. 
(2n'on  iaffe  donc  ps=si — ^  ,  de  forte  que 
x=y^ — iq  ,  notre  formule  x — pp  fera 
— ;  8c  en  fuppofànt  la  racine 
s=:i — qr  ,  on  aura  — ^î=^ — ^î''  ' 
+îîrf  ;  aînfi  % — q=s—ir+qrr,  6c  q=7,zfl; 

delà  réfulce  x=%—^^;  fie  puifque  r  eft 

(rr-f-O  ^ 

une  fraâion ,  qu'on  ialle  nz^i  ,  on  aura  x 

clair  que  u  doîcérre  plus  grand  que  f. 

Soit  donc ,  par  exemple  >mcx  âc  , 
on  trouvera  x=^. 

Soit  11=3  &  rs2  9  oo  aura  xssz'^^ 
&  les  formules  i-f-jczzr^^  6ci— x=i^, 
féroce  toutes  deux  des  qyarr^* 

'  Quatrième  Que  (lion.  Trouver  des  pom«  » 
bres  X  tels  que ,  foir  qu^on  les  ajoute  à  lo^ 
foie  qu'on  les  fouftraie  de  lo^  il  en  réfulte 
des  quarrcfs. 
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Il  s'agic  donc  de  transto^mer^enquarrés 
les  formules  ic-^x  &  lo— -x,  &  on  pour- 
roic  le  faire  par  ia  méthode  qu'on  vienc 
d^employcr;  mais  indiquons  une  autre  voie 
pour  y  parvenir.  On  remarquera  d'abord 
que  le  produit  de  ces  deux  formules  ^  ou 
loo—  XX ^  doit  pareillement  devenir  mi 
quarré  ;  or^  fon  premier  terme  dcanc  déjà 
un  quarré  ,  il  fàuc  en  fuppofer  la  racine 
£=sio«^pjc^  moyennant  quoi  on  aura  loo 
^xx^ioo^'î.àpx+ppxx  ;  donc  3rs=~  ; 
or  y  par  là,  ce  n'eii  encore  que  le  produit 
des  deux  formules  qui  tlcvieui:  un  quarré,, 
&  non  pas  chacune  en  particulier.  Mais 
pourvu  que  Tune  deviemie  un  quarré,  Tau- 
trefera  néceflàiremenrauffi  un  quarré;  or, 
lo-^-x^^^^^-^^^,  &c  puiique 

eft  déjà  un  quarré,  tout  fc 
réduit  à  ce  qu'auili  la  fraâion^x ,  ou  bien 

celle-ci  ,  foit  un  quarré.  Il  feut 

pour  cela  feulement  que  io/7/?-j-iô  foie  un 
quarré  y  &  on  a  de  nouveau  befoin  ici  de 
trouver  un  cas  où  cela  aie  lieu»  Onremar« 
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quera  qu'un  tel  cas  eft  /?=3  ;  c'cft  pour*- 
quôi  on  fera  /?=3-|-^,  &  on  aara  ioq 
^Soq-^-ioqq.  Que  la  racine  de  ceci  foie 
lo-f-^r , on  auraréquarioo  finale  loo-^^o^ 
'^ioqq==.ioQ'j^xoqi'^qqu  ,  qui  donne  q 
*=^rr>  3u  moyen  de  quoi  on  dctcriiii- 
liera  p=y^q,  &  x^-^r* 

Soie  ^=3  ,  on  trouvera  &:  3  ; 
donc  x:=i6 ,  &  nos  ibrmules  10  \  x  

Mais  fi  t:=i  ,  çntf^— &  /7=— 

ainfi  A'= — y*;  or,  il  eltinJifîèrentdc faire 
auflî  Jc=-f-7'*,  donc  io-f-J'^=v*  & 
— x=f^,  quancices  qui  font  toutes  deux  des 
quarrés. 

217. 

Remarque^  Si  on  vouloit  généralifer  cette 
queftion  en  demandant  pour  un  nombre 
quelconque  a  des  nombres  x  ^tels  que  tanc 
a-^x  que  a — x  fufTent  des  quarrés  ,  la  fo- 
lution  .dcvieodroit  fouvent  impof&ble  ^  fa«» 
voir  dans  tous  les  cas  où  <  neieroit  pas  la 
fbmme  de  deux  quarrés.  Or  ^  nous  avons 


déjà  vu  plus  hauc  que  depuis  i  juiqu^à  50 
ce  ne  font  que  les  nombres  futvans  qui  font 
les.  iommes  de  deux  quarres  >  ou  qui  fooc 
contenus  dans  .la  formule  jcx+yy 
«  ^  2,^4,  5,  a,  9,10, 13, 16,17^  18,  . 

20,  25 ,  16,  29,  31,  34>  37> 
40 , 41 , 45 , 49  ,  50. 

Ainli  les  autres  noxnbixs  compris  cnuc  l 
&  50  9  &  qui  font  : 

3,  (î,  7,  II,  II,  14,  15  ,  19,  ai  ,  12., 
13,^4,27,28,30,31,33,35,38, 

ne  peuvent  ie  décomporer  en  deux  quarrés; 
par  conféquenc  toutes  les  fois  que  a  feroit 
un  de  ces  derniers  nombres  \  la  queftioa 
feroit  impofSble,  La  ddmooftracioo  en  eft 
facile.  Soit  fl-j-x=p/?  &  a — x=qq  ,  Tad- 
diiion  des  deux  formules  donnera  za=zpp 
i  donc  il  faut  que  la  foit  la  fomme 
de  deux  quarrés;  or  ,  fi  %a  eil  une  fomme 
de  cette  cfpccc  ,  /2  en  fera  une  fcmblaole  ; 
par  conféquent,  lorfque  a  n'eû  pas  la  fomme 
de  <ieux  quarrés ,  il  fera  toujours  impoC- 
fible  que  tv^x  &  a^x  foient  en  même-' 
temps  des  quarrés. 


Digitized  by  Google 


Comme  3  ft^eft  pas  la  Ibfnme  de  deax 

tjuarrcs  ^  il  fuie  de  ce  que  nous  avons  die  , 
qué  9  (i  <î=3  y  la  queftion  efl  impoflîble. 
Mais  on  pourroïc  objeâer  qu^il  a  pcuc* 
être  deux  quarrés  fraâionnaires  ,  dont  la 
fooime  elt=3  ;  nous  répondons  que  cela 

n'eft  pas  polOblc  non  plus  ;  car  fi  3  étoic 

=^"hf*  ^  ^^'^^  multipliât  par  qqff , 

on  SLUtaiz'^qLjJ f^zppff-^qqrr  ^o\x  le  fccuiij 

membrei  qui  eft la  fominede  deux  quarrés^ 

fcroic  divifiblc  par  3  ;  or  ^  nous  avons  vu 
plus  haut  qu\]ne  fooime  de  deux  quarré* 
ne  peut  avoir  pour  diviicurs  que  des  nom- 
bres qui  foient  eux-mêmes  des  fommes  de 
cette  cfpcce, 

il  eft  vrai  que  les  nombres  9  &  45  (ont 
divilibles  par  3^  mais  ils  (une  ciiviliblesauili 
par  9  ^  &  même  chacun  des  deux  quarrés 
qui  cosnpofeae  cane  Tun  que  l'autre ,  eâ  di- 
vifiblc par  9 ,  vu  que  9=3*-|-o',  &  45 
sa6'-|*3'  »  ^'^^^  différeoc  & 

duquel  il  n'cit  pis  queftioo^ici  ;  &:  nous 


pouvons  donc  nous  en  tenir  à  la  concluiîon^ 

que  fi  UQ  nombre  a  n  ell  pas  en  nombres 
enctefs  la  fomme  de  deûlc  quarrés^  il  ne 
le  fera  pas  non  plus  en  fradions.  Lorfqu^au 
contraire  le  nombre  a  eft  en  nombres  en* 
tiers  la  fomme  de  deux  quarrés  ,  il  peut 
être  d^une  infinité  de  manières  la^  fomme 
de  deux  quarrcs  en  nombres  fraâionnaires; 
c^eiï  ce  que  nous  allons  faire  voir. 

Cinquième  Quejlion*  D^compoler  en  au^ 
tant  de  manières  qu'on  voudra  un  nombre, 
qui  eii  la.fomme  de  deux  quarrés  »  en  une 
autre  fomme  de  deux  quarrés. 

Soie  fj'^gg  le  nombre  propofé ,  & 
qu'on  cherche  deux  autres  quarrés  ,  par 
exemple  xx  icyy^  dont  la  fomme  jcx+jkjt 
foie  égale  au  nombre  ff^gg*  Il  eft  clair 
d^abord  que  fi  x  eft  ou  plus  grand  ou  plus 
petit  que /,  il  faut  qu'au  contraire  foit 
ou  plus  petit  ou  plus  grand  que  g.  Qu'otl 
fafle  donc  ^5==/-|rp^  je=^— ç{  ,  ost 
«ira  JÏ'\'^fpi'^fPii'\-g^^zgqi'^^ 

<  « 
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^ff^Së  >  ûù  les  deux  termes fç 
détruifcnt  ;  après  quoi  il  oe  relie  que  des 
termes  qui  font  divifibles  par  [.  Ainfi  on 
aura  ^fHrPP{—xgq-j-ggi=zo  ,  ou  pp^ 
i^m  =  %gq  —  xfp  ;  donc  7='-^, 
d'où  Ton  cire  pour  jc  6c  y  les  valeurs  fui- 
vantes  ,  4f»2û'i±K5i-'/2  &  y  =z'M±LLBiziil 
<ians  lefquelles  un  peur  adopcer  pour p&Lq 
tous  les  nombres  poiBblcs  à  volonté* 

Que ,  par  exemple ,  x  foie  ie  nombre 
propofé ,  en  forte  que  fiszi  ic  g±^  ,  on 
aura  xx+yy=z  ;  &  à  caufede  jc=.^£i±îî=Lr 
&  de  y=^';^,  fi  on  fait/tei  &  q'^i , 
on  trouve  ;c=~  ôc  ^===7. 

220. 

Sixième  Quefiion»  Si  â  e(l  la  Ibmme  de 
deuxquarrés,  troùverdes  nombres  oc,  tels 
que  â-^'^âc^ — X.  deviennent  des  quarrés. 

Soie  ^=i3=9-{-4,  Se  qu'on  fafffe  13 
^x:=^pp  âc  I3^xi=::t^^  9  on  aura  d  abord 
par  ratlLluiuu  ^6=pp^jq ,  er.fuiic  par 

Ja  foufti'aâiôn  ^  ixs^p — ;  ii  faut  pâr 
confequenc  que  p^fic  J  foient  teU  que  i?/^ 
Tome  IL  S 
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'^çq  devienne  égdi  au  nombre  x6 ,  qui 
auflila  fommc  de  deux  quarrds ,  favoir  de 
2.5*^i«  Or,  puirqu'il  s'agic  en  efietde  dé- 
compofer  i6  ca  deux  quarrts ,  dont  le  plus 
grand  puifle  exprimer  pp,  ôclt  plus  petit 
qq ,  on  aura  fur  le  champ  /j=î  ^  q—i  , 
de  force  que  jic:=I2  ;  mais  Toa  peut  ré- 
foudre le  nombre  %6  encore  d^une  infinité 
de  manières  en  deux  quarrés.  Car  puifque 
'  y=5  &  ^=1  ,  fi  nous  écrivons  dans  les 
formules  de  cî-dclTus  ^  &  u  au  Heu  de  p  &  ^7 , 
f  au  Heu  de  jc  &  y,  nous  trouvons 

;>=~,H7--  >  ^  ^=-~~'  Mamtenant 
nous  pouvons  lubiiituer  k  t  &c  u  des  nom* 
bres  quelconques  ,  <S:  dcccrmincr  par-là 
p&cq  ,6c  par  conféquent  aul&  la  valeur 
de  a:=^^. 

Soie  j  par  exemple ,  t^=i%  &  t/=i  ,  on 
aura  ^=7  6c  q—^;  donc  pp — qq—"^ 

Mais  afin  de  réfoudre  cette  queliion  d^une 
manière  générale ,  foie  a=cc^dd  ^  & 
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iWotinaesf  ;  c'eft^^i^re  que  ce  (bieot 

les  formules  û-j-{  &  tf^j  qui  4uivenc  de- 
venir des  quarr<$s« 

Faifons  û'j-:^=xx,Sc  a^i^yy  ,  ûom 
aurons  d'abord  la  =  i(cc^dJ)  =  JtJC-j-jy  ^ 
en  fuite  l^^xk^yy.  Donc  il  faut  que  les 
quarrés  xx  &c  y  y  foienc  tels  que  «*^yy 
=2(cc-f-^/^)  f  oh  en  effet  2  (  cc^dd)  cft 
la  fomme  de  deux  quarrés  ,  favoir  =  {c+dy 
•-{-(c — J)\  Su ppofons,  poui* abréger, c+c/ 
a=y ,  fie  ^: — d=g  ^  il  faudra  que  Jcx-j-yy 
.^ff'^gg  j  <Sc  cela  arrivera,  d'après  ce 
qui'  a  été  dit  ci-deffus,  quand 
&  j=2ûî^û^î^.  On  obtient  pat-là  une 
folution  tràs-facile  ^  en  faifaiit  p=:i  6c  q 
=  1  ;  car  on  trouve  x^~=g  =  C' — J  ^ 
6cy:r:f=  c-^d  ;  pat  conféquent  ^ = %ed  f 
&  il  ell  clair  que  fl-j-{  =  É^c-}-c/L^'-j-icdf 

Cherchons  une  autre  (blucioni  en  (aifanc 
p  =  2  &  q^t  ;  tious  aurons  jr=sC2i  & 
y  s=      où  tant  c  &  ^  que  Jt  &  y  peuvent 

le  prendre  en  moins,  parce 

S  i j 


qoeftioQ  que  de  leurs  quarrtfs.  Or ,  puifque 
X  doic  être  plus  grand  que  y  ,  qu'on  fâfle 
d  négatif,  on  aura  jc=a^-  &  y  s=^.  De- 
là réfulce  f  =  y%  cette  valeur 
étant  ajoutée  ka  =  cc+JJ,  donne  £s±î^^'^ 
donc  la  racine  quarr^e  (i  l'on  fouf* 

uaii  cnfuite  {  de  j  ,  il  rcftc  t2-:^ii£f ,  le 
qiiarré  de  ^  ;  &  on  voit  qu^en  effet  de 

ces  deux  racines  quarrées  la  première  eft 

«s  X  &  la  féconde  y, 

122. 

Septième  Queflion.  On  cherche  un  ooa- 
hrex  tel  que,  foit  qu'on  ajoute  i  à  ce  nom- 
bre même  ^  foit  qu'on  ajoute  i  àfonquarré 
XX  ,  on  obtienne  un  quarré. 

Il  s'agit  de  transformer  en  quarr<$sles 
deux  formules  x-^i  5c  xr-j-i.  Qu'on  fup- . 
'  pofe  donc  Ja  première  x-f«f  =/7p  ,  &  à 
caufc  de  jc  =  i ,  la  féconde  xx+ 1  =p* 
^ipp^x  ,  devra  èrre  un  quarré.  Cette 
dernière  formule  eft  de  nature  à  ne  point 
admettre  de  folution ,  à  moins  ^u'ou 


A  Z  G  ^  M  n  %'jy 

connoî/Te  d'avance  jun  cas  fatisfaifant;  mais 
tm  tel  cas  fe  préfent^  auffi-^ôt ,  c'cft  celui 

àep.=  i.  Soit  donc p  =  i-^^  ^  oa  aura  xx 

=  i4"4??"^4?*"^^f*j  ce  qui  peut  de- 
venir un  quarré  en  bien  des  manières.  - 
i.)  Qu'on  en  fuppofc  d'abord  la  racine 
on  aura  i-+'4îH*4y'+**=*  ^ 

=  x  &c  q  =         donc  p^-^&c  x= — 
IL)  Soit  la  racine  =         ♦  on  trouvera 

^+4?î+4^'+/=ï— ^fH-**;  par  cou- 
féquent  q= — 4-&;7=~f,  ce  tjui  doiiûc 
— i ,  comme  auparavant. 
IIL)  Si  l'on  faîr  la  raciac  —  ^'^'^q^^qq, 
afin  de  recrancher  le  premier  &  les  deiut 
derniers  termes  ,  ou  a  i'4"47y"f^j'*4-}* 

==*"f"4H^M"f"4î*'i"^*>  ^'^^  ^'oQ  wa 
— X  &  ^  =  —  I  •  donc  .v  =  o. 

IV.  )  On  peut  adopter  auffi  i—nx^ — qq 

pour  la  racine  ^  &  on  a  dans  ce  cas  14-4^4^ 

00  trouve  coiiinic  auparavant  j  =  '~a, 

V.  )  Oopcut ,  fi  l'on  veut,  retrancher  les 

S  iij 
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-deux  prcœlci^  ttrmes  ^  m  fàîfatit  la  racln» 
^^r^xq^i  car  on  aura  ^^^r^lTV^  'tf 
=  i-f4^7+4y*;  «lors         ^  P-\\  P»' 

Oq  {TOuvera  un  plus  grand  nombre  de 

valeurs  pour  q ,  en  fàifanc  ufage  pour  cçla 
d^uHe  de  ceUes  qu'oa  vient  de  déterminer  , 
par.  exemple  de  ccile-ci  ,  ^  =  —  ^,  car 
toit  i  préfent  ^=r^i+r>  on  a  p=î+r; 

donc  Tcxpreffion -{I— 1-r — ^rr+ar' 
i-j*/"*,  à  laquelle  cotre  formule  fe  réduit, 
devKa  ècrp  un  quarrrf ,  &  elle  devra  Pèrre 
«uili  (icanc  multipliée  par  iG  ^  dans,  lequel 
ca«on  a  25 — i4r— -8rr+3ir»+i6r*.  Ceft 
^iurquoi  failon»  4  ^4Cent  : 

I.)  La  racine  =;=  S^^'^^r  ;  en  force 

f^remiers  &  les  derniers  termes  fe  détrui** 

icnt  y  &  nous  oterons  au0i  les  féconds  , 
W  faifwç--^2^=î|c/,  &  ^ar  ponféquenc 
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Y>»  àmCstnt  eafake  les  cormes  reC* 

lans  par  rr  ,  nous  avons  — 8-f-3ar  =  +4p 
^ff+jifr  ;  &  en  admettant  le  figne  fupé« 
rieur ,  nous  trouvons  /  m  |^  Or  ^  à  caule 
de  fsn-"-^,  nous  avons  /^=^;  donc  p 

II.  )  Que  fi  nous  adoptons  le  figne  in- 
férieur ,  nous  avons — 8-{-3ir=« — ^c-^ff 

,  d'où  fe  conclut  r=:^;  &  puit 
que/= — ~,  on  a  r=~:j;  donc  /7  =  -li-, 
ce  qui  conduit  à  T^quation  précédente. 

III.  )  Soie  ^rr  +  ^r+^  la  racine  delà  for- 
mule; de  forte  que  lôt^-^S^r^ — 8rr— -i4r 
+ i  56=;  1 6r*+ 3x/*'+4orrt4or +.X  5  «Cotamt 

+  i6rr 

de  part  &  d^autre  les  deux  premiers  termes 
&  le  dernier  fe  dëtruifeot,  nous  ayroo»»9r 

— x4=+4or-4"i^^jt4^  >  — "^4^^ — ^4 
-s +40/ +40.  Si  nous  admettons  le  figue 

fupdrîeor ,  nous  avons  par  conféquent-<-24r 

— «a4=4or'-{-4o  ,  ou  o  =  ^4r*}-é4,  ou 

oszr^t,  c*cft-à-dire  r=— i  ri  - 

S  iv 


mais  €cR  au  cas  qui  nous  eft  àé\i  connu  l 

ù,  n'en  auroit  pas  trouve  un  diiiercnc 
en  fàifant  ufage  de  Taucre  (igne. 

IV*)  Que  la  racine  foie  'i'-j^Jr-^grrj^  & 
qii'on  détermine  f  Se  g  ,  de  façon  à  feire 
évanouir  les  crois  premiers  terme-».  Puilque 
flftueUemenc  25 — i4r— 8rr-|-3xr'-|-i6f* 

?=2î4-lo/r4-lo^rr-j-2/^r^4-^r^'*  >  on 
aura  d'abord — 14=  10/,  ainfî  [sz—iL* 

«^^îf^  —8  =  ^og+JT,  ou  ir=— 1# 

=~?,o*=  Quand  on  aura  donc  (ubA 
tîtoé  &  àivifé  les  termes  reftans  par  r» , 
on  au^a3^-j-l6/===lyo-^^a^,&^==Y^:^^ 
Or ,  ie  fiumérateur  ±fg—j%  devient  ici 
f.115     —  6j,         fcj— ,  OC  le  de- 

•5ï=^45rJ  ainfi  r  =  — i^;  &  on  ea 
fSMidoc  ps=--i^  ,  moyeenant  quoi  on 
cbiieuc  une  nouvelle  valeur     x  à  çauf^ 
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223. 

Huitième  Qwe/îiow.  Trouver  un  nombre 

X  qui ,  ajQucé  à  chacun  des  nombres  donnés 
a c,  produire  un quarrtf . 

Puilqu'ii  faut  queles crois  krmu\csx+a 
^  'frf-c  foient  des  quarrés ,  qu'on 
falTc  la  première  jic-j-â  =  {{  ,  on  aura  jc 
={{ — a ,      les  dcox  autres  tbrnuiles  (c 
clKingeront  en  — a  ,  Se  {{-J-c — 

Il  fkudroit  préfencemenc  que  chacune  de 
celles-ci  fùc  un  quarrc  ;  mais  cVft  ce  qui 
n'admet  point  de  fqlution  générale  ;  fouvenc 
la  choie  ell  impofîiblc,  ck  fa  polTibilicé  dé- 
pend uniquement  de  la  nature  des  nombres 
b — a  oc  c — a.  Car  fi  ,  par  exemple  ,  b — a 
=  1  ic  c— <zi=— -î  ,  c^eft-à-dirc  b  =  a-^i 
fie  c  =  a — j  il  faudruic  que  f{")-l  & 

— t  fuffent  des  quaités  ,  &  que  ^  par 

conféquent  fût  une  fraûion ,  ainfi  on  fcroit 
;  &  il  faudroit  que  les  deux  formules 
PP'Va  5c  pp—qq  fuffcnc  Jcs  quarrés,  & 
que  parconféqueot  aulE  leur  produit/i^— 

fùc  un  quarré;  or,  nous  avons  fait  voir  plus 

Jtaut  que  cela  eft  impoâible. 


Voulùt-on  faire  l^a  =  2, 6c  c-^a = 
cVft-à-dirc  i=û-j-2  &  c==fl — 1 ,  on  au- 
roic,  enfaifant  encore  ;[  =  les  deux  for- 
mules pp-^^qq  &  pp — ^qq  à  transformer 
en  quarrés^  par  confcquenc  il  faudroic  auQî 
que  leur  produit  p* — é^q^  devine  uâ  quarré; 
or ,  c'cft'ce  que  nous  avons  de  même  faic 
voir  être  împoffible. 

Soie  en  général  b — /2=m  &  c — a=Ji  ; 
de  plus  f  il  faudra  que  les  formules 
fp-^mqq  fie  pp^nqq  deviennent  des  quar- 
rés  ;  fit  nous  venons  de  voir  que  cela  eft 
impoffibic,  tant  iorique  m:=^^i&cn=i — i, 
que  lorfque  m=~\- 1  fit  n= — 1. 

Cela  eii  impoilible  auili ,  lorfque  vrc==-ff 
fie  if= — ff  ;  car  on  auroic  dans  ce  cas 
deux  formules  ^  dont  le  produit  feroit  =p^ 
— c'ell-à-dirc  la  différence  de  deux 
bi-quarrés  ^  fie  nous  favons  qu^une  telledif^ 
fèrpnce  ac  pcuc  jamais  dcvciiïr  un  quarré. 

De  même  ,  quand /n=2j5^fic 

on  a  les  deux  formules  pp'j^'^Jjqq  ^  pP 
^^ffi^  qui  ne  peuvent  devenir  toutes  les 
deux  des  quarrés,  parce  qu'il  iaudroic  (^ue 
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leur  produit  />* — 4/*?*  pûc  détenir  un 
quarxé^  or,  fi  l'on  fait  fq=^9  ce  produit  fc 
change  en  p*^^r*,  qui  eft  une  formule 
donc  rimpoiUbilicé  a  été  d^moncrde  plus 
haut. 

Que  fi  Ton  fuppofe  m=zi  &/z  =  a ,  en 
forte  qu^il  s'agilTe  de  réduire  en  quarrés  les 

ibrmules  pp-^qq  pp-^'i-qq  ,  on  fera  pp 
^qq^srr  &  pp-\-xqq=ff  ;  la  première 
équation  douaera  pp=szrr — qq  ,  &  la  le- 
conde  donnera  rr-j^^qq  = ;  donc  il  fàu- 
droit  que  tant  rr — qq  que  rr-^qq  pût  ctre 
un  quarré  ;  or,  Pimpo/Sbilité  en  eft  prou- 
vée ,  pui/que  le  produit  de  ces  formules^ 
ou  r*—q*^  ne  peut  devenir  un  quarré* 

I.es  exemples  que  nous  venons  de  donner 
fuffifenc  pour  faire  voir  qu41  n^eft  pas  £i» 
cile  de  choifir  pour  m  &  n  les  nombres  qui 
rendent  la  folution  poiStble.  L^uniquo 
'jnoycn  de  trouver  de  telles  valeurs  de  m  Se 
de  n  y  c'efi  de  les  imaginer ,  ou  bien  de  les 
déterminer  par  la  méthode  qui  fuit» 

On  hit  ff+mgg^hicff'^ngg  =  kk  ; 
on  a  par  la  première  équation  ni^'^^ 
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&  par  la  féconde  fî=*7^;  cela  pofé,  on 
n'a  qu'à  prendre  pour  J,g,h&Lk  des  nom*- 
bres  quelconques  à  volonté ,  6c  on  aura 
des  valeurs  de  m  de  n  qui  rendronc  la 
folurion  poffible. 

Soie  y  par  exemple  ^  /i=3  ,  A=5  ,/=X 
&  g  =  2, ,  on  aura  m  =  z  &c  n  =  6  ;  fie  on 
peuc  êcre  certain  mainrenanc  qu'il  eft  poC-^ 
lible  de  réduire  en  cjuarids  les  formules /jp 
"j^^.qq  &  pir^qq  ,  puifque  cela  arrive  , 
quand  p=i  &l  q=zi.  Mais  la  première 
ibrniule  devient  en  général  un  quarré  ^  ii 

fz=:ri — Vy'^  q:=^trf ;  car  il  c\\  r lCuIic pp 

«-j-^yçs=(rr-j^x/)r)'.  La  féconde  formule 
dcvicnc  alors  pp'^^q^'^^  -j^^-^f^f/^-y  * ^ 
&'  nous  connoiflons  un  cas  où  elle  deviens 
un  quarré,  fa  voir  le  cas  de  i  &  q=z  , 
qui  donne  r =1  ôc  f^szt ,  ou  en  générai 
r=/;  de  force  que  la  formule  cL\=2.y/*^ 
Connoiflànc  donc  ce  cas  y  nous  ferons  f—f 

j  nous  aurons  rr^n/f-^-z^t-^tt ,  ic 
—P+^r  r-t-6//f£4-4/r'-j-^S  notre  for- 
mule deviendra  i5/*-i"44'/'^4*^^//^^4"4-/^* 
^^t^i  &  fuppofant  que  fa  racine  foie  %/f 
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^ff  t'^'ttj  nous  régalerons  au  quarrrf  15  /^ 
'^lofj  '  £-j-io//i/-j-xyyî'-f'^*,  au  moyen 

de  quoi  les  premiers  &  les  derniers  termes 
fc  détruiront.  Faifons  de  plus  4=2 /,  ou 
^=:x  y  atin  de  challer  les  termes  péauU 
cîcmes,  &c  nous  parviendrons  à  l'équation 

ou  %f=:—t  ,  &   4= — T  ;  donc  7=e — I 

&  r=i ,  ou  t— — i.y'j  âc  par  conféquenc 
r=— /&  rr=ffy  ce  qui  tfcft  autre  chofe 
que  le  cas  déjà  connu. 

Maïs  déterminons  donc  plutôt  f,  de  fa- 
çon que  les  féconds  termes  s'évanouillent  : 
il  faudra  ftire  445=10/*,  ou  7=="  ;  &  en 
divilanc  euluice  les  autres  termes  par  jtt , 
nous  aurons  "^^f-^r^^—^of^fff  "h^/f  , 
c'eft-à-dire  — Jf/=^r;  ce  qui  donne  t 

ainii  r = 3  ôc  J—  i  o  ;  moyennant  cela  nous 
trouvons  p=:zff-^rr=i^t  Se  ç=:irf 
s=:6o  ,  &c  nos  formules  feront  pp^^qq 

=  43^8 1=5(109) •  &  pp^6qj=i^%Qii  ^ 

, as:  141'. 
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R^mar^ue.  On  peut  trouver  de  la  même 
manière  encore  d^autres  nombres  pour  m. 
&  /i,  qui  falTcnc  que  nos  (orniules  deviea- 
uent  des  quarrés  ;  &  il  eft  bon  de  remar^ 
quer  que  le  rapport  de  /72  à  /z  eft  arbitraire. 

Soit  ce  rapport ,  comme  akb^ic  qu^on 
ait  mz:=â|  &  nss:b:(  ^  il  fera  queftion  de 
favoir  comment  on  doit  déterminer  { ,  afin 
quelcs  deuxfbrmules  pp-^Q{qq&ipp-\rhiqq 
piriflent  être  transformées  en  quarrés.  Nous 
en  indiquerons  les  moyens  dans  la  foiutioo 
du  problème  fuivant. 

Neuvième  Quejîion*  Sx  a  6c  b  font  des 
nombres  donnes ,  trouver  le  nombre  tel 
quelcsdeuxformules/?/7+<7ç^^ 
deviennent  des  quarres ,  &  détermmer  ea 
même  temps  les  plus  petites  valeurs  poffi*- 
blcs  de  /7  &  de  q. 

Qu'on  felfe  pp^a^qq=:srr  &  pp'^h^qq 
^=^fff  &  qu'on  multiplie  la  première  équa- 
tioo  par  &  &  la  féconde  par    la dil^renc* 
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des  deux  produits  fournira  lVquation(A— j) 
pp—hrr--ajj\  &  par  cooféqucnt  ppz=.'i^^ 

&il  feudra  que  cccte  formule  Ibic  un  quarre'j 
or,c'eft  ce  qui  arrive,  quand  r=/i  Qu'oa 
fuppofe  donc  ,  afin  de  faire  forcir  les  frac- 
«ions,  r=fj^b — o)  t ,  on  aura  pp=i^ 

_(&— ^)  ff^  xh  jb—a)  (t-^b  (  h—ay  tt 

0 

Qu'on  falïe  matnrenanc  /î=/^7 1 ,  on 

aura;>;7=^-f.'-Y^+r/  +3 
(A — à)tt ,  où  les yjfc  décruifcnt  ;  de  force 
que  les  autres  termes  ctanc  divifés  par  e , 
&  multipliés  par  yy ,  donnent  zb/yy^b 
(A — a)  tyy=  z/xy-j-txx  ,  d'où  réfulte 

&  Ainfi  r=2*y 

— i/jyy ,  &      i  (/; — a)  y  y  — xx  ;  de  plus 

r=:l{b—a)xy^b{b'^.^)yy-^xx  ,6c  par 
confequent;?=r/^^/=::A^  ^ — a)yy'^xx 
— iixy=(x—  ^ j  )' — ûbyy. 

Ayanc  donc  trouY(i  ^  ,  r  &     il  nom» 


reftic  à  d^cermioer  ^.Souftrayoos  pour  cec 
cfFct  la  première  équation  pp^û^^qsnrr 
de  la  féconde  pp^b{qq  = JjT,  le  refte  fera 
(b-.a)=fr-  rr=(  /-f  r  )  (/-r  ). 
Or ,  /     r  =  1  (6 — ^)  xy— ixx  ,  Ôc/— r = 

^)/y— 1(6 — .?)  V  y ,  ou/-|-r  =  xx((i— j) 
j— X  )  ,  6c  f—r  =  2(ii— )y(é3r — or)  i  aiali 
=  2A:((ô-%-x).2(/:-j)j(Ay-x) , 

4>u  iqq  =  2x((i— j)y— x)xy  (iy— ,  ou  iqq 
=:^A;y((i— Oy — .t)(éy — x)\  par  Conié^ 

II  s'jgic  donc  de  prendre  pour  qq  le  plus 
grand  quarré ,  par  lequel  le  numérateur  foie 

divUiblc  ;  mais  remarquons  premièrement 
que  nous  avons  déjà  trouvé  p  ^.b{b — a)yy 
•^xx— z6xy  =  (x — byy—abyy,  &l  qu'ainfi 
on  peut  Amplifier  en  tâifant  x=v4-^y , 
oux— iy==v,  vu  qu'alors  p  =  vv — abry, 
Xi  7  ^^:±h2±rjLt^    ou  Z  ^^siSjl^^Sd^iX^ 

Moyennant  cela  on  pourra  prendre  pour 
1;  &  y  des  nombres  quelconques  y  &  adop- 
tant pour  qq  le  plus  grand  quarré  contenu 
dans  le  numérateur ,  on  déterminera  faci- 
lement 
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kmenc  ]a  raicw  de  {  ;  après  quoi  oû  se^ 

Viendra  aux  équation^ /72===r/7^  ,  fi~b:^^  & 

]^=3sw — dbyy ,  &  on  obcicodra  les  for^ 

.         *         *  é 

mules  qu'on  clicrçhoic.  "  ^ 

(v-f-aj)(v-f-ij),  qui  eft  un  quarré  donfi  ^ 
hi  racine  eft  nca— vv— Xûvy«^-^yyè 
II.)  La  féconde  formule  devient pp+b^q^ 

ce  qui  eft  aufli  un  quarré  donc  la  racing 
Jz±l^v:^H^^bvy~^ahyy  i  &  on  peut  preo^ 
dre  les  valeurs  çanf  de  r  que  de  ypufi- 
tives*  Développons  res  réfuitats  dani 
quelqMcs  exemples.  • 

226. 

Èxemple  premier.  iSoît  a  •=  —  i  & 

 |  l ,  6c  qu'on  cherche  des  nombres  ^ , 

tels  que  les  deux  formules  pp — ^qq  & 
pp-^^qq  deviennent  des  quarres  ;  favoir  la 
premiere=rr ,  &  la  fcGondc===/7^ 

Nous  avons  donc  p=vv^yy ,  &c  nou| 
b^aurons ,  afin  de  trouver  :^ ,  qu'à  confidérer 
la  formule  :^—t^SL-:^:izl  j  nous  donnerons 

Tomé  IL  T 


t 


a,  jo         s  z  â  M  E  ^  s 
à  V  &  à  y  différentes  ▼aleurs  ^  &  nous  ver- 
rons celles  qui  en  réfulcent  pour 


T 

II. 

m: 

IV. 

VI. 

V 

y 

liî 

l 

2 
I 
I 

3 

3 
2 

I 

5 

4 
1 

S 

4 
I 

16 

7 
7 

36.if.i6.7 

1 
7 

16-9.14 

4- 
6 

5 

4 

30 

^3 

16 
1  «7 

$ 
41 

36,15.16 

1  7 

1        *»  'j'i 
1  i>n 

16.9 

1          •  y 

ISous  fomnics  e!i  état ,  moyenoanc  ces 

« 

valeurs  y  de  rcibudre  les  formules  fuivaa-> 
les  ,      j'en  fa>re  des  quarrés. 

I.  )  On  peut  transformer  ei^quarrés 
formules/7/? — 6'Jiq  Se f/'+^î?  •  ^^'^ 

en  fuppofanc  /7=5  &  f^x;  car  la  pre- 
mière devient— 15 — 14=1     &  la  fe- 

II.  )  Auili  lesvdeux  fçrmules  pf-^^ociq 
&  pp-{^Soqq  :  favoir  en  faifant  /'^ij  & 
j=2  ;  c-ir  la  première  devienc^iéj — 110 

&  la  feconde= 169 -^1x02=189. 
lII.)De  me  nie  les  deux  formules  fp-i^^^ 

& pp'^'^'iqq  :  car  fi  Ton  feit  ^=17  & 
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f=:4,  on  a  ta  premiertâi::îz89-^40 

I V.  )  Les  dci«  formules  pp-^iqf  Se  pp 

+  5  deviennent  pareillement  de^quarrés  : 
favoir  quanti  p^s^^^i  te  q^l^  ;  dsct  afort 

PP — ^qij=^6Si — yio — 951=31'^  Scpp 

V. )  Les  deux  Formules  pp'^jqq  &  pp 
^^qq  font  dés  qoarrés,  fi/«=s3^7  fie  j 

r=liQ;  car  la  première  alors  c^~it%^6^- 

"ioo9oo=^iî7é9s==:ii3%  ôc  la  fccoodtt 

eft  =1 135^9-1-100300=114365=463', 
VL)  Les  fonnoles  pp — 14^^  &  /jjç-f^ 
i^qq  deviennent  des  quafres  dans  le  cas 
de  /y:±=â65  &  de  qz±±i%  ;  car  alors  pp^ 

14^^=41x5—1016=1209:^47;,  oc  /^/? 

*J- 14^^=4x1 5-f-io  1 6=:6i4n=s79i"< 

.  2^7. 

Exemple  fécond.  Lorfque  les  deux  oom;^ 
bres  m  S>c  n  font  dans  le  rapport  de 
c'cft  à*dire  que  as=it,  &c  ù=zz ,  ôc  qu'ainô 
m=z  &c  n~i:^f  trouver  pour  j  des  valeuri 


telles,  que  les  formules  pp+{(iq  &  pp+  ^{q^ 
puilTeoi;  ècre  tramtormées  en  quarrës. 

Il  Cbroît  fuperflu  ici  de  faire  ufage  ics 
formules  générales  que  nous  avons  données 
plus  haut,  cet  exemple  pouvant  fe  réduire 
ioimédiatcment  au  preccdenc.  Eu  ctïet ,  ii 
f?p-f^^y=rrr&  p/?+i{^^=/A  on  a  par 
ia  première  jéquaiio A  pp = rr^^qq ,  ce  qui 
étanc  fubftitud  dans  la  féconde  ,  donne  rr 

^W^JTi  ^^'^^  queltioo  eft  unique- 
ment que  !cs  deux  formules  rr — :^qq  &c  rr 
+f  f  f  puiflcnt  devenir  des  quarrés ,  &c  c^eft  ^ 
comme  on  voit,  le  cas  de  iVxcmpIc  pré-» 
cèdent*  On  aura  par  conféqucnt  pour  ^ 
les  valeurs  fuivantes ,6,30,  i$j5i7> 
14,  &c.  .  . 

On  peut  faîre^auflî  en  général  une  tranC* 
formation  femblable.  Car  fuppofons  que 

les  deux  formules  pp^f^iqq  &  FP^^^i 
'  puiilent  devenir  des  quarrés ,  &  faifonr»  pp 
'^mqq^rr  5c  pp-^^f^qq^Jf  i  la  première 
.équation  donnant/3>p  s=r  rr—mqq,h  féconde 

deviendra  Jj^rr  —  mqq-^nqq  ,  ou  rr. 
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^jrifl^^^lH^ff  y  fi  donc  les  premières 
formules  font  poffibics  ,  ces  dernières  rr 
^-mqq  ôc  rr'{'(ji^m)qq  le  feront  de  même, 
&;  comme  m  &c  n  peuvent  être  mis  Tun  à 
la  place  de  Taucre ,  les  formules  rr—nqq 
&c  rr-j^m — n)qq  feront  poflibios  pareiU 
lemeot  ;  &  au  contraire  «  fi  le$  premières 
font  impo£Gblcs,lcs  autres  ne  le  feront  pas 
moins» 

I  • 

h 

Exemple  troijienie.  Que  m  foie  à  n 
comme  1:3,  ou  bicnquea=i  6cè=z^^  de 
forte  que  m={  &  ;i=3ç  qu'il  s^agifle 
de  transformer  en  quarrds  les  formules 

Fuifque  a=^i  ôc  h=:^ ,  la  quefiion  fera 
poffible  dans  tous  les  cas  où  {qq=^yy 
(v-f y)  (v+3y) ,  &/7=vv— 3JJ.  Ainfi 
adoptons  pour  v  &  y  les  valeurs  fuivantes  : 


Tiîj 


.£  z 

É  M  E  N  S 

L 

II» 

ÏIÎ 

IV 

t 

1,  V 

I 

4 

I 

1  y 

I 

1 

I 

m 

8 

2 

5 

5 

9 

4 

V 

7 

^5 

4ll 

1  m 

4.9.30 

4*4-35 

4.9.15.4.: 

4.9.i<?.aT.4i| 

4-9 

4-4 

4-4-9'^5 

4.9.i6.a$| 

1  ^ 

35 

a 

An 

1 

1 

.  191 

.  '^1 

Qc,  nous  avogs  ici  deux  cas  pour  f=2  , 
ce  qui  fait  que  nms  pouvons  transformer 

de  deux  manières  Ips  formules /7/?+^îî  ^ 

prcmicrc  eft  de  faire  p=z  iSc  5—4, 
&  par  confëquenc  auffi  p^v  &  9=1  2 
tar  nous  avoas  alors  pp-^^^^^^  ^  f/* 

La  féconde  manière  eft  de  fuppofcr  p 
^191  &  f=éo  y  moyennant  quoi  nou« 
jurons /7/?+xyç=(209)  ^PP"^  Sqq^i^i  \ 
/  Il  eft  difficile  de  décider  fi  on  ne  pourroi^ 
pas  faire  auili  ce  qui  âuroic  lieu^ 

qu^nd  iqq  feroit  un  quarré.  Mais  quant  4 
la  queftion  ^  fi  les  deux  formuler 
^  PP'\'3^Ç  peuvent  devenir  des  quarrés  ^ 
Vpiçi  \ç  fVÇiÇ,éà4  <ju'ellç  çi^ige, 

I 


4 
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Il  s'agit  de  rechçrchcr  fi  ofà  peut  tran(^ 
former  en  quarrés  ,  ou  non  ,  les  formuler 

'  les  points  fuivaos  :  ~ 

I.  )  Les  nombres  p  &c  q  peuvent  ctrc 
regardés  comme  premiers  entr^euz  ;  car 
s'ils  avoicnt  un  commun  dlvifcur,  les  deux 
formules  ne  laiiieroîem  pas  de  refter  dç$ 
quarrés ,  après  qu'on  auroit  divifé  p  % 
par  ce  divifeur. 

II.  ) p  ne  peut  être  un  nombre  pair  ;  car 
en  ce  cas  q  feroit  impair»  &par  coD^équeiic 
la  féconde  formule  feroit  un  nombre  de 
Tefpece  4^-tr3  9  qui  ne  peut  devenir  ua 
quarré  ;  donc  p  eft  néceflairemcnt  impair, 
&  pp  eft  uo  nombre  de  Tefpece 

III.  )  Puis  donc  que  p  eft  impair ,  il  iàuc 
qup ,  dans  la  première  formule  j  q  foie  noa< 
feulement  pair  ,  mais  qu'il  foie  même  dir 
vifible  par  4 ,  afin  que  qq  devienne  un  nomr 
bre  de  Pcfpt  ce  i6n  ,     que  pf'\'ÇJ  foit 

de  refpece  8n+i.  T  iv 


IV.  )  Dcplus^  ne  peut  ccrc  divlfîble  par 
3  ;  car  fi  cela  itoït  ^pp  feroic  diviûble  par 

,  <Sc  ne  le  fcroic  pas;ainfi  '^qq  ne  feroit 
divifible  que  par  3  &  non  par  9  ;  par  cob« 

iti(juciic  auffi  PP'\^'^qq      pourroïc  ccrc  di- 

vifé  que  par  3  &noo  par  9  ^&  ne  ppurroic 

donc  cti  c  un  quarrc  ;  aiiifi  p  ne  peut  erre 

divifé  par  3  9  &  pp  fera  un  nombre  de  l'ef- 

pccc  3/7~-}-r. 

V.  )  Puifque  p  n'eft  pas  divifible  par  3  ^ 
il  faut  tjucç  le  foie  ;  car  aun  cmcni:  c^l^  fcroic 
un  nombre  de  Tefpece  3/2-)*  i  >  &  par  con- 
Icquent  pp^qq  un  nombre  de  rcfpccc  3/1 
4-x  9  qui  ne  peut  être  un  quarré  ;  donc  q 
doit  pouvoir  fc  div  ifer  par  3, 

VI.  )  p  n'efl:  pas  divifible  non  plus  par  5  ; 
car  fî  cela  étoit,  q  ne  le  feroît  pas  ,  &c  qq 
feroic  un  nombre  de  rcfpcce  5/14*1  ou 
5^*r4  >  confcqucnc  ^qq  feroic  de  I  cf- 
pece  5/1+3  ou  5/z«^z  ,  &  comme  pp 
+3??  appartiendroic  aux  mômes  cfpeceS| 
cecce  formule  ne  pourroit  devenir  un  quar* 
ré  ;  donc  il  faut  ncceflaircmenc  que  p  nç 
iuu  pus  divifible  par  5  ;|  &  que  pp  (oit  uo 


« 
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nombre  de  Pefpece  5^*^*1 1  ou  de  i'efpece 

VU.)  Mais  puifqae  p  n^eft  pas  divifibie 

par  5,  voyons  fi  j  cft  divifibie  par  $  ou 
^«Aoa  ;  que  fi  q  o^étoit  pas  divifibie  par  5  , 
leroic  de  refpcce  Ç/x-^i  ou  J/i-|"3* 
comme  nous  avons  vu  ;  &  puifque  pp  eft 
5/1-f-i  ou  5f2-j-4,  il  faudroit  que  pp-^j^m 
&£  de  même  ^  ou  ^rt^^ 

Qu^on  s'imagine pp^'^a-\-i  ,  on  aura 
4f9s=5it-|-*4^  parce  qu'aucremenc  pp-^^q 

ne  pouffoic  ccrc  un  quarrc  ^  mais  onauroic 

alors  3^y=ç/i-f2  &  /H-3??=  5^^+31 

ce  qui     peut  cn  c  un  quarré. 

Soie  en  fécond  lieu  jf>p=5/i+4  9  on  a 

dans  ce  cas  qq^^n^^i  3c  'iqq^yi-^^  y 

donc  p/H"3?9=*<'H*'^  >  ^®  fl"^  P^"^ 

être  nuu  plus  un  quarré.  Il  s'enfuie  dç-Ià  que 

qq  doit  être  divifibie  par 

VI II-)  Or  q  étant  divifibie  d'abord  paie 
4^  enfuice  par  3  &  en  croifieme  Heu  auiS 
par  5  >  ^1  f^^^  q^""^  ^oi^  nombre  tel 
que  4«  3«  {  m  9  ou  que  q^6om  ;  aiofi  nos 

ibriQulçs  dcviçndrûieûC^^-r36oo/72m=rr, 


a^S  E  L  à  M  s  N  s 
SsL pp'^io^Qomm^ff  l  cela  pofé ,  la  pre- 
mière y  ëcaot  fouftraice  de  la  féconde  ^ 
donnera  ^xoomm  = fj'^rr^{f-i'r)(  f^r)^ 
de  forte  qu'il  faudra  que  f-j^r  &  f—r 
foicncdes  fadeurs  de  yioq/zim  j  ic  on  doic 
£iire  atteoâoo  en  même  temps  qu'il  faut 
que  fÔL  r  foicnc  des  nombres  impairs  ,  & 
de  plus  premiers  entr^eux.. 

IX,  )  Soit  de  plus  jzoomni^/^fg  ,  ou 
que  les  fàâeurs  en  foient  %fSL  xg  y  &  qu^on 
fuppofe f-^r^xf^  f- — r^ig  ,  oo  aura 
f^f-^-g  &  r^  f^g;  (c  il  faadra  que 
f  &cg  foient  premiers  cntr'eux  ,  6c  que  i'ua 
foit  pair  &  Tautre  impair.  Or,  comme /g 
s=  1800mm,  il  faudra  doac  ddcouipofer 
1800mm  en  deux  fàâeurs  y  dont  Tun  foie 
pair  Taucre  impair  «  &  qui  n'aient  aucun 
commun  divifeur. 

X.  )  Il  eit  i  remarquer,  en  oucre ,  que 
puifque  rr^pp^qq  ,  &  qu'aiofi  r  eft  uq 
divifeur  de  pp-\'qq  ,  il  faut  que  r^f—g 
ibît  pareiilenient  la  fomme  de  deux  quarr&, 

comme  ce  nombre  e(l  impair ,  il  fàuc 
qu'il  foit  contenu  dans  la  formule  411-I-1» 
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XI.  )  Si  nous  commençons  maioceoanc 

par  fuppofcr  m=i ,  nous  auronsy5^=i8oo 
cr:8«9.X5 ,  &  de-là  réfulceroac  les  àécom^ 

poficions  fuivantcs  :  y==iSoo  &^=r,  ou 

y==:2»00  &  g=s^  ,  OU  f=^X  &  g5=15  , 

OU  y=:2Xj  &  ^=8.  La  première  donne 
rrszf — i799=r:4n-4~3  ;  la  féconde 
donne  r==/^g=i9i=4n-f-3  ;  la  troi- 
fieme  donne  r==/^g=47=4«+3  ;  mais 
la  quatrième  donner=/^o^  =  21 7=4,/?+  r . 

Ainfiles  crois  premières  décompoûcions 
devront  être  exclues  ^  &  il  ne  nous  reflcra 
que  la  quatrième  ;  nous  pouvons  en  con- 
clure en  général ,  que  le  plus  grand  fafteur 
doic  être  impair  ,  &,  que  le  plus  petit  doit 
être  pair  ;  mais,  au  rcfte ,  la  valeur  r=  117 
ne  peut  même  avoir  lien  ici ,  parce  que 
ce  nombre  eft  divifiblç  par  7,  ce  qui  n'cft 
pas  la  fomme  de  deux  quarrés, 

XII.  )  Soit.  /7Z  =  i,  on  aura  fg  =  jzoo 
=  ;  c'cft  pourquoi  Ton  fera  f^^^^ 
&  ^=31,  en  forte  que  ''=/— ^=193  ; 
Se  ce  nombre  étant  la  fomme  de  deux 
guairrei^  ii  vaudra  la  peine  de  i'eflaycr. 
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Or,  comme       120  &  r=i93  ,  &  que 

=  313  j  &  r— .^=73  ;  mais  puifquc  ces 
&âeurs  ne  fooc  pas  des  quarrés  «  on  voie 
bien  que  pp  ne  devient  pas  un  quarrc.  On 
perdroit  de  même  fa  peine  4  fubfticuer  au 
lieu  de  m  d'autres  nombres;  c'cft  ce  <jue 
nous  allons  encore  £sdxc  voir,  . 

^30. 

Théorème.  Ilcftimpoffible  que  les  deux 
formules  pp^qq  &  PP'^M^  Soient  l'une 
&  Tautre  un  quarré  tn  mèmé-temps;  de 
forte  que  dansles  cas  ou  Tune  eft  un  quarré  , 
il  eft  fûr  que  l'autre  n'en  eft  pas  un. 

Démonfiraiion.  Fuifque  p  c&  impair  Se 
que  q  eft  pair ,  ainfi  que  nous  l'avons  vu  , 
pp^qq  ne  peuc  écre  un  quarré  que  lorfquc 
q=^xrf&cp=^rr — -ff ;  fie pp^i^^qq  ne  peut 
être  □  t  que  lorfquc  q  ^  xtu  ôl  p^tt 
-^^uu ,  ou  p  =  ^uu — rr.  Or ,  comme  dans* 
les  deux  cas  q  doic  être  un  double  produit , 
qu'on  fuppofc  pour  l'un  6c  l'autre  q=:%abcd, 
îc  qu'on  fafle  pour  la  première  formule 


A  t  c  B  m  M  3of 

fsMb  ic  p=scd  f  &  pour  la  féconde  r=sac 

5c  u—bJ,  on  aura  pour  celle-là /7  =  ûflifr 
^ccdd,  &c  pour  ccMe- ci pssaacc'^^bbiid g 
ou  p  =  '}bbJJ — aacc  ,  ëc  ces  deux  valeurs 
doivent  êcre  égales  ;  amfi  l'on  a  ou  aabb 
~ccJJ=aacc — ^bbdJ , ou  hitn  a  ah  h ---ccdd 
x=z^bbdd — aacc  ,  ic  on  obfervera  que  les 
nombres  a  ,  b  ,  c  &c  J  font  géncralcmcnc 
plus  petits  que  p  ôcqAÏ  faudra  maintenanc 
conHdérer  chaque  cas  ftfparément  :  le  pre«* 

mier  donne  aabb-^^bbdJ^sccdd'^aMCC  , 

ou  bb  (  aa-^'idJ  )=cc(  aa-^dd  ),  d'où  re- 
fuite  ji—^^p  fradioft  qui  doit  être  un 
quarré.Or,le  numérateur  &  le  dcnomina- 
teur  ne  peuvent  avoir  ici  d'autre  commun 
divifeur  que  x  ,  parce  qu^ils  ont  pour  dif- 
férence 'Ldd.  Si  donc  %  étoit  un  commun 
divifeur,  il  faudroît  que  tant que 
fût  un  quarré  ;  mais  les  nombres  aicd  fonc 
dans  ce  cas  impairs  Pun  &  l'autre,  ainfi 
leurs  quarrés  font  de  la  forme  8/i<^i  ,  & 
!a  formule  cft  comprife  dans  l'cxprcf- 
fion  ^/i-f-i  9  &  no  peut  être  un  quarré, 
donc  1  ne  peut  être  ua  diviicur  commun  ; 
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le  numérateur  aa-j^dj  &c  le  dénominateur 
^a-^%dd  fofiC  premiers  encr^eux  ^  &  il  âut 
que  chacun  foit  de  foi-même  un  quarré. 
Or  ^  ces  formules  four  femblables  aux  pre- 
mières y  &  fi  celles-ci  écoient  des  quarrés  ^ 
îl  faudroic  que  des  formules  femblables  ^ 
mais  compoiees  des  plus  petits  nombres^ 
iuflentauffi  des^quarr^s;  ainfi  on  peuc  con- 
clure réciproquement  de  ce  qu'on  n'a  pas 
trouve^  des  quarrés  dans  les  petits  nombres^ 
qu'il  n'y  en  a  point  dans  les  grands. 

Cette  concluiion  cependant  n'efl  admî  A 
ble  qu'autant  que  le  fécond  cas  cû^^—cc/Zi/ 
^^bbdd — ^aacc ,  nous  en  fournira  une  pa-* 
reilIe.Or,  cette  équation  donne  ûûi?/>-}-^îflrc 
xp=2bbddi^cdd ,  ou  aa(bb^cc)=:ddi$bb 
^-rc),  &  par  conféqucnt  ^=i^^='^  ; 
ainfi  cette  fraâton  devant  être  un  quarré, 
la  coQclufion  précédente  fe  trouye  pleine- 
ment confirmée  ;  car,  fidansde  grands  nom** 
bres  il  y  a  vok  des  cas  où  pp^qq  âc  pf^Sq^ 
fiifient  des  quarrife ,  il  faudroit  que  de  tel» 
cas  exiftaffenc  aufli  pour  des  nombres  plus 
petits ,  6c  G^eit  ce  qui  n'a  pas  lieu# 
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231. 

Dou[umc  Q^uejliojis  Dtceroiiner  crois 
nombres  y  jc,  y  &  {  ,  tels  qu'en  les  mul- 
tipliant enfemble  deux  à  deux,  ôc  ajoutant 
I  au  produit ,  on  obtienne  chaque  fois  un 
quarre  ;  c'cft-à-dire  quUl  s'agit  de  tranf 
former  en  quarrés  les  trois  formules  fui- 
vantes  : 

I.)  xy+i  ,  II.)  x^-f-i ,  Se  III.)  y{+u 
Qu'on  iuppole  des  deux  dernières  Tune 
X{+i  =pp  /&  Tautrc  y{^-i  ,  &  on 
aura  x=*^-  ôcy=i-~.  La  première  for- 
mule (e  trouve  transformée  par*là  en  celle- 
ci,  k£=}liuzilU^i  ^  qui  doit  par  conlcqurac 
être  un  quarré ,  &  qui  ne  le  fera  pas  moins 
fi  on  la  ipulciplie  par  {{ ;  de  force  que  la 
formule  {pp — 1)  ( /  /— 0  +  {{>  être 
up  quarrd^  ce  qu'il  elt  facile  d'obtenir.  £a 
effet,  que  la  racine  en  foie  ={-f-r  ,  on 
aura  {pp — 1)  (y^ — i)=zrf -j-rr,  6ç  { 

où  Ton  peut  fubftitucr  à  p  , 
g  Ôc  r  des  nombres  quflcouques. 

Soie ,  par  exemple ,  rs= — pq-^i ,  on 
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aura  rr=ppqq-\-%pq-\-i ,  fie  {='=2^!:;^ 

Mais  fi  l'on  demande  des  nombres  en» 

tiers  j  il  faudra  faire  la  première  torniule 
xy+i^pp  ,  &  fuppofer  {=x  +  y-f-y  ; 
alors  là  (econdc  formule  devient  xoc-j-jcy 
^ xq-^-  i^xx-^qx^pp  ^  &  la  trotfiemè 

elles  deviennent  évidemment  des  quarrés  , 

il  Ton  fait  q=''jr  >  vu  i^ue  dans  ce  cas 
la  féconde  eft  '^p-^-i'pp^  <lont  la 

racine  eft  X']rp  ,&l  la  troifiemc  cft  =yy 
+  ^py^pp  9  dont  la  racine  eft  j+p.  Nous 
avons  par  conféquent  cette  folucioo  très- 
élégante  :  xy'\^i=pp  ou  xy^pp^i  ^ 
qui  a  lieu  facilement  pour  une  valeur  quel- 
conque de  /;  ;  &  de  plus  le  troifteme  nom<* 
bre  fe  trouve  moyennant  cela  de  deux 
manières ,  puifqu'on  a  ou  7=*+y+2.;7 , 
ou  {=Jf"i"y — ^P"  Eclaircifioûs  ces  réfultats 
par  (Quelques  exemples, 

I.)  Soit 
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1.)  Soie  p=^i,  oa  aura  pp — ; 
tS  Von  fait  jr=ïa  &  y  ==4  s      ^^^^  ^ 
^1X9  ou  ^=^0;  aiùii  ks  trois  oombrea 
cherches  font  i ,  4  &  il. 

H.)  Soir  /?=4 ,  on  a  pp*^i  =  i $  >  main- 
tenant fi  jf2=5  &  y =3  ;  on  crDiwc  ^^x6 
ou  {=0  ^  donc  les  crois  nombres  cherches 
font  3 ,  5  &  16. 

m.)  Soie        ,  on  aura  pp — 1=14  ; 

fi  dù  plus  on  fait  x=3  fie  y=8  ,  00 
trouve  {=xi,  ou  bien  auflî=:i  ;  d'où  ré- - 
fuirent  les  nombres  fui  vans  :  i  ^  3  &:  8^  où 

3,  sac  21* 

TrtiiUme  Queflion,  On  cherche  troî^ 
nombres  entiers  ^x^y^ic^,  tels  que  fi 
on  ajoute  à  chaque  produit  de  ces  nombres 
multipliés  deux  à  deux ,  un  nombre  douné 
a  ,  on  obtienne  chaque  fois  un  quarré. 

Fuifquc  les  trois  formules  fuivantes  dof« 
vent  être  des  quarrés ,  ï.  )  Ary+^z ,  II.)  jf| 
-J-ii,lU.)j{-|-d,  Vju'onluppolc  la  premierci 
xy-^^—pp y  <Sc  qu'on  fulTc  {=x  A-y-^-q  , 

î^omc  IL  V 
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0û  aura  pour  la  féconde  formule  xx-^xy 
+x^-[-û  =  xx-j-xj-j-/7/?,  &  pour  la  troi- 
fiemc  xy^yy+yq^a = yrî^qr^pp ,  & 
elles  deviennent  toutes  deux  des  quarrés  , 
ùqcs=r¥xp  ;  ainfi,ç=jc-|-y+i/7,c'eft-à«-dirc, 
qu^on  peut  trouver  pour  £  deux  valeurs 
diiFéreores. 

2.33. 

Quatori^ieme  Qutjlion.  On  demande  qua- 
tre  nombres  entiers^  x  ^y^^Scv^  tels  que 
£  on  ajoute  aux  produits  de  ces  nombres 
pris  deux  à  deux ,  un  nombre  donné  a ,  il 
en  réfulte  des  quarrés. 

Il  âuc  donc  que  les  fix  formules  (ai^ 
vantes  deviennent  des  quviriés  t 

I  V.)jcv-j-û  9  V.)jv-|-ii ,  Vf O^v-j-^z. 

Qu^on  commence  par  fuppofer  la  pre- 
mière xy^a:=pp  ,  &  qu'on  prenne  £  =  x 

féconde  &  la  troifieme  for- 
mule deviendront  des  quarrés.  Si  de  plus 
on  fuppofe  9=x^y—<ip  y  la  quatrième 
&  la  cioquieme  formules  deviendront  pa- 
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l^eilteinent  des  quarrcs,  il  ne  rcftedonc  que 
la  fixieinc  formule  qui  fera  xx^^xy-^yy 
~4P/^"f"^^  &  qui  devra  de  même  devenir 
un  quarré.  Or  ,  comme  pp^s^cyJ^a,  cette 
dernière  formule  devient  xx — 2.jcj-^jy 
* — ,  &  par  cônféquent  il  s'agit  de  tranf- 
former  en  quarrés  les  deux  iormules  fui- 
Vantes  : 

Que  la  racine  de  ia  uci  nicrc  foie  (x — 
^ ,  on  aura  (x—y)* — y)' — xq 

-j-fy,  ic  x-yi=ï2±i-',  ou  x=y4^^^i-j 
par  confequcnr  pp^yy^^-y-^û» 
Soit  à  préfont  p==y-f*r ,  il  en  réfuirera 

(^f +3rt)y+2rt<7  ,  ou  ^qrr^iaq-{(jq+'^a)y 
— 4îry,  &L  J=s$;fi^.,  où  ^  &  r  font 
arbitraires  ,  pourvu  que  *6cy  deviennenc 
des/iombres  entiers  \  car  puiique  fsssy+r^ 
les  nombres  {  &  v  feront  entiers  paicille- 
ment.  Le  tout  dépend  principalement  de 
la  nature  du  nombre      &  il  eft  vrai  que 
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la  condition  par  laquelle  on  exige  des  nonv> 

bres  entiers  ,  pourr ok  caufcr  quelques  dif- 
ficultés ;  mais  il  faut  remarquer  que  la  fo* 
lutioncftdejàfortreftrcinced'unautrccôtd, 
parce  qu'on  a  donné  aux  lettres  &  v  les 
vale.urs  x-^y+xp  ^  tandis  qu'elles  pour- 
roienc  en  avoir  évidemment  un  grand  nom- 
bre d'autres.  Voici  donc  quelques  confi- 
>  dérations  fur  cette  queilion  ,  qui  peuvent 
avoir  leur  utilité  auffi  dans  d'autres  cas. 

I.)  Lorfque  xy-\'a  doit  être  un  quarré  , 
o\ixy=^pp — a,  il  faut  toujours qucles nom- 
bres M  Si  y  aient  la  forme  rr^^nff^  fi  donc 
nous  fuppofonsjc=iZ» — accScy=tJJ'-*act, 
nous  trouvons  xy={lfd'acey''û{b€'Cdy. 

Soit  maintenant  bc — cd~'^  i  ^  nous  au- 
rons xyi=(jbci—acey-^a  ,  &  par  confé« 
quent  xy-^a—^bd — accy. 
-^L)  Si  de  plus  nous  fuppofons  ^=/f 
'—ûgg ,  &  que  nous  donnions  k  f  Ôc  k  g 
des  valeurs  telles  que  bg—^f=z+i ,  &  que 
auifi  Jg — ^^/=+i ,  les  formules  x^-j-û  6c 
y;f+tf  deviendront  pareillement  des  quar- 
rds.  Ainfi  tout  fe  réduit  à  donner  tant  à^^ 
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c ,  J  &ic  qu'à  f  &c  d  g  ,  des  valeurs  telles 
que  la  propriété  que  nous  avons  fuppofée 
aie  lieu. 

III.)  Repréfencons  ces  trois  couples  de 

lettres  par  les  fraâions  7  ,  7  &  ^  ;  elles  de- 
vront être  telles  que  chaque  différence  de 
deux  d'entr'ellcs  foit  exprimée  par  une  frac- 
tion dont  le  numérateur  s=  x.  Car  putfque 
7— 7  =  ~7^,  iltauc ,  ainfi  que  nous  l'avous 
VU ,  que  ce  numérateur  foit  Une 
de  CCS  bradions  au  rcflc  cfl  arbitraire  ,  &c 
il  elï  facile  d^en  trouver  une  autre  ^  de  façon 
que  la  condition  preicritc  aie  lieu.  Soit^par 
exemple  9  la  première  7=  il  faudra  que 
la  féconde  4  l^iî  ioica-peu-prcs  cg^lc  ;  (^u'on 
fafTc  donc  7=;:  on  aura  la  différence  {s=|-. 
On  peut  auffi  déterminer  cette  féconde 
fradf on  par  le  moyen  de  la  première ,  d'une  • 
manière  généralcjcar  puiique  f*— 7=^—, 
si  faut  que  ^e~^%chssi ,  &c  par  conféquenc 
a(/t=3^ — i,  ôc  Ainli,  failanc 

£=i=m^oaes=2m'4~^  ,  nous  aurons  d 

,  &  nocre  fccgndc  fradion  fcr^i 

Vuj 
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Ceft  de  la  même  tnaoiare  qu'on 
pourra  décermin^r  la  lecoode  fra&ionpQUv 
telle  première  que  l'on  voudra,  comneoti 
le  voit  par  les  exemples  fuivancs  : 


17 

 ± 

7 

II 

'3 

£1 

■7 

3 

3 

5 

4 

8 

7 

lif 

iiFn+3 

i";7i  •  s 

21114.1 

3m+i 

41II4.I 

8m+3 

« 


IV.  )  Quand  on  a  ddtermîné  de  la  façon 
rcquifc  les  deux  fracHons  7  &  7 ,  il  eft  fa- 
cile d'en  trouver  aufli  une  troifieme  analo- 
gue à  cellesf  là.  On  n^a  qu'à  fuppofer/= A+i/ 
^  g=zc-^e,  de  forte  que  7=!^  ;  car  les 
deux  premicres  donnanc  itf'— cé/=+i  ,on 

7=;^V.  >  ^  en  fouftràyant  dcmêmela 
féconde  de  la  troifieme  00  aura  ^—7=:^ 

V.  )  Après  avoir  déterminé  decette  ma-^ 
niere  les  trois  fradions  ^,  il  eftfii- 
cile  de  réfoudre  notre  qucuion  pour  troia 
pombres  x ,  y  ôc  { >  en  faifant  que  les  trok 

^rmules  Jcy-j-û  ,  ^{'jr^  ^  H"l"^« 

dçvieRilcnf  des  cjuarrcs  ;  on  n'^  (ju'à  feirç 
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Qu'on  prenne,  par  exemple  ,  dans  la  table 
du  flo  lU ,  &  on  aura  |  f  ; 
d'où  rdfulte  x=i5=jtf ,  7=45 — ^6 a  6c 
:^=i4.4 — 49^  f  ^  moyen  de  quoi  on 
a  d'abord  xj-j-^2=i225 — 84oa-j-i44^i' 
s=(3î  —  lifl)*;  enfuitc  x{-|-ii=r36oo 

— ^X5iQû+44iû=(6o — iifl)' ;  enfin 

Qu'il  s^agifle  maintenant  de  déterminer, 

confbrmdmcnc  à  notre  qucfiion  ,  quatre 
lettres  ^x^y^jj^&Vyil  faudra  joindre  une  , 

quacricmc  fraclion  aux  trois  prcccJcntcs, 

Soient  donc  les  trois  premières  7>  7,  ^ 

=  ~^,  &c  qu'on  fuppofela  quatrième  frac- 
tion f  =57^4  ==37^7  f  de  façon  qu'elle  ait 
avec  la  troifieme  &i  la  féconde  le  rapport 
prefcrit;  û  Ton  fait  après  ctl^xssbb'^aacc^ 
yz=^dd^aee  f  l=ff—cigg  Se  y=zji!i — akk, 
on  aura  rempli  déjà  les  conditions  fuivances: 
ï.)  □ ,  II.)  ATf-f-^te  □  ,  III.)  Ji 

Viv 
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c=D,  û:  il  ne  relie  donc  qu'à  faire  en 
forte  qu^auin  xt  devienne  un  quarré  , 
ce  qui  oc  rcfultc  pas  des  fuppofuions  pré- 
cédentes y  parce  que  la  première  fraâioa 
n'a  pas  avec  la  quatrième  le  rapport  pref--' 
crit.  Cela  nous  obligea  confei ver  dans  les 
trois  premières  fradions  le  nombre  uidé- 
cerminé  m  ;  c'ett  par  ce  moyen  ,  &  en  dé- 
termiaaiîC/?2,quc  nous  parvicndronsàcranf- 
formerai:(lî  en  quarré  la  f  ormule 

Vi.)  Qu'on  tire  donc  de  nocre  petite 
table  le  premier  cas ,  &  qu'on  fàfle-7=| 
&  4  =  :.:f:  on  aura  f  =  &^=^  , 
d'où  réfultc  x=9 — 4,'?  &  v=^6m^^y 

1 — a  (  4'7*4"4)'  >  jc v-j-i2=9  (  ôm-^^  )' 
—4^7  {6m+%  y—^  i7  (  ;:72   4)'+ ^aa(  4rn  -f  4)', 

ou  JC V  Yû—^fj^in-f- 5  )' —  a (zb 8/7/ ' 5  3^^^ 
•4^i43)-|-4iiù(4m~-j-4y,  de  quoi  on  peut 
£acilcmer«t  faire  un  quarré  ,  vu  que  mm  fe 
trouve  multiplié  par  un  quarré  ;  mats  c^ft 
à  qnoî  nous  ne  nous  arrêterons  pas. 

VU.)  On  peut  auffi  indiquer  d'une  ma^ 
nierc  plus  générale  les  iraâions  dont  nous 
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avons  feic  voir  qu^on  avoir  befoin  ;  car  foie 

i  —  i ,  £  S!=î  00  aura  /— A-  ^ 

===^^r^  i  qu'on  fuppofe  dans  cette  der- 
nière fraclion  2^^^!=^  ,  elle  deviendra, 

;  par  conféqucnc  la  première  donoe^ 
x^li—d,  &c  la  dernicrc  fournit  v— (I^— x)* 
'-^amm.  La  queftion  eft  donc  feulement  que  - 
xv^a  dcviLiiCc  un  quarrc.  Or  ,  à  caulc  de 

— à),  mm — ^Im-^^^  on  a  xy-^-a 
:=(II — mm — 4(11 — o)\m'\-:^\l~^a  ; 
&  puis  donc  que  ceci  doit  être  un  quarré, 
qu'on  en  fuppofe  la  racine, =^11 — .7)7? — p; 
Je  quarré  de  cette  quantité  étant  (II — ay 
mm —  I ( r !i:p-\'pp ,  on  2Uïdi  — ^(I I — 
Jm+4.11 — 3û=— 2(11 — à)mp'^pp^àonz 

^=(M^C^'4iy  S^i^  f==^^Hhî  1  trou- 
vera m5=*ÎJ^î^}^  où  ''on  peut  adopter 

pour  I  oc  ^  tels  nombres  que  l'on  voudra, 

Si,parexcniple,flî=i  ,  qu'on  faiïe  I 
— X  ,  on  aura  772=^^  ;  &c  en  failanç  q  ' 
t=i  ,  on  trouvera  n2=f  ,  de  plus  m=%n 
}  mai»  ne  nous  arrêtons  pas  à  cette 
queftion  plus  Ion|;-tetnps ,  &  paffons  à  une 
autre. 
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Quiniieme  Queflioiu  On  cherche  trois 

nombres  ,  x  ,  j  <Sc  £  ,  tels  que  les  fomraes 
&  les  différences  de  ces  nombres  pris  deux 
à  deux  ,  foienc  des  quarres. 
La  queflioo  exigeant  qu^oti  transforme 

en  quarrés  les  fix  formules  fui  vantes:  I.)jc 

+y ,         ,  ni.)yH-c ,  iv.)x-y , 

V,)x— ^,  VI.)  y — {,00  commencera  par 
les  trois  dernières ,  &  on  fuppofera  x — y 

:=:pp,x — {='jg  &^  y — {=r""i  les  deux 
dernières  fourniront  x=qi}^:^  Se  v:s=rr 


;  de  forte  qu'on  aura  qq=pp'^rr  ,  à 
caufe  de  j: — y—Ç^ — rn=pp  ;  ainfi/7/7-|-rr, 
ou  la  fomme  de  deux  quarrcs  ,  doit  équi- 
valoir à  un  quarré  or  ^cVftce  qui  arrive 
quand  p=xab  &c  r=zaa — bb ,  puifqu^alors 
q:==zaa^bb.  '  Mais  confervons  encore  les 
lettres p  &cr  ,6c  conûdérons  auiS  les 
trois  premières  formules  ,  nous  aurons  i^x 

y  y-|-{=rr-}-iç.  Soit  la  première  qq 
+rr+2j^=rt^  moyennant  quoi  i:^=ut — qq 
^rr  ;  il  faudra  encore  que  tt—rr^sz  a 
fie  u — qq=s  □  ,  c'eli-à-dirc  tt — {aa^bby 
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■=  a  it  tt—{aa-\-bhy^U  ;  ou  bien  nous 
aurons  à  traiter  les  deux  formules  tt — d 
— tf''\^aabb  &  tt — a^—J^^xa^ibb  ;  or  , 
comme  tant  cc-^^t/-j-2-ct/ que  cc+dd-^zcd 
fonc  des  qoarrés,  il  eft  aifé  de  voir  que  nous 
atteindrons  notre  but^  en  comparante— 
— i^avec  cc-^JJ  &  xaabb  avec  %cd,  Sup- 
pofonsdansce  deflein  cd^anbb=JJgglihkk, 
ic  prenons  c=ffgg  Se  d^=hhkk  ;  aa=ffhh 
&  bb—ggkk ,  ou  a^fh  &  6  =  gA:  ;  la  pre-^ 
miere  équation  tt — a*^b*=ice^j^d ,  pren- 
dra la  forme  t[—p!i^—g*k*=^ f  \g'-^h't  ; 
donc  /^=/*è^*+/*A*-f-A*A^g*ÂS  ou  tt 

=(/*+^0  '    ^^"^^3  par  confé- 

quenc  que  ce  produit  foie  un  quarré  ;  mais 

comme  la  réfolucion  en  feroic  difiBcile ,  rc-< 

prenons  les  chofes  d'une  autre  manière. 

Si  nou:^  déterminons  par  les  trois  pre-» 
mieres  équations  x — y=^pp  ,  x — l=qq  » 
y — ^=/r  ,  les  lettres  y  ôc  ;  nous  trouvons 
y=ix—pp  &  {=x — qq  ^  A^on  sVnfuic  qq 
c=ipp^rrf  Or,  nos  premières  formules  de- 
viennent maintenant  x+yssax-^pp , 

zx-r^^^  ^^icy+l^zx'^pp'^qq,  F^ifons 
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cccce  dernière  ix — pp — qq=tt ,  de  forte 
que  ^x—tt'\'pp-\-^q  ,  il  ne  nous  reftera  à 
transformer  en  quarrés  que  les  formules 

tt-^q^l  ôc  tt-\-pp.  Mais  puifqiril  faut  que 
qqss:pp^rr ,  foît  q=aa  '\-bb  ,  6c  p'=saa 
— ,  nous  aurons  r=i7A  ,  &c  par  confé- 
quenc  nos  formules  feront  : 

T.)  tc-^-{ja+ôùy=rtr-ï-c*\-lM'Xaabl}=0 

Nous  n'avons  à  prclcnc ,  pour  arriver  à 
notre  but ,  qu^à  comparer  de  nouveau  n 
+^*  +  />*avcc  cc  +  dJ  &c  xaabb  avçc  icd^ 
Soit  donc  ,  comme  ct-deflus ,  c=ff^g , 
d=/i/ikkj  û=fh  y  b=gk ,  nous  aurons 
cd^aabb ,  &  il  âudra  encore  que  tt-^f* 
II'  +  o^k*=icc'j-dd=f Y+'i'^U  à'oh  refulce 

ig* — A*)-  -^iï^fi  ^out  réduit,  à  trouver 
deux  différences  de  deux  bi-quarrés ,  fa- 
voir  f*—L*  &c  g* — h* ,  qui  ,  multipliées 
Pune  par  Uautre  ,  produifent  un  quarré. 

Confidérons  pour  cet  effet  la  formule 
m*— /I*,  voyons  quels  nombreis  elle  fournit, 
il  Vqu  iubilitue  k  m  &Lk  n  des  nombres 
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donnés,  &  faifons  attention  aux  quarrés  qui 
/e  crouvcronc  parmi  ces  nombres;  la  pro- 
priété' de  m* — n*={mm-^nn){rnfn — w/i), 
nous  ferviraàconfiruirepour  notre  dciiein 
la  cable  qui  fuit  ; 

TABLE  des  Nombres  compris  dani  ta 

Formule  m* — n*. 


 1 

f7z  77— J-'/r/ 

1  a;.-»— 

4 

I 

•  5 

9 

I 

B 

le 

16.5 

9 

4 

5 

13 

5-^3 

i6 

1 

ï? 

13-5-I7 

i6 

7 

7 

,  ^5 

^> 

I 

26 

10.3. 13 

^5 

9 

1^ 

34 

16,2.17 

49 

1 

48 

5° 

^25.i6*2.3 

49 

653  3.5.11,13 

64 

I 

63 

1  95.7.13 

8i 

49 

31 

130 

4 

•  117 

^5-9-5-i3 

Il  I 

9 

130 

16.2.5.7.1:5 

m 

49 

170 

144.5. 17. 

144, 

119 

169.7.17 

169 

I 

168 

170 

16.3.5.7,17 

81 

88 

250 

25. 16. 5.1 1 

125 

^4 

ï6i 

2891 

1    289. 7. x3 

Nous  poavùiis  déjà  déduire  de^ià  quen 

qucs  folutions,  l^n  effet,  foie  fj=-^  &ckk 
tssi^  ,  nous  avons  /^-~^^I3.{  ;  foit  de 
plus  ^^=8i  oc  hh=^^  ^  nous  aui  ons  g* 
— ^^=64. 5.13;  donc  alors  tts=d6^.x%  ^16^, 
2c  r=5io.  Or,  puifque  tt=i^o^Qo  ,  f 
s3  ^  ^=9  >  A:==;x  j  A=7  ^  •  nous  aurons 
^3=21^  £=i8  ;  ainfi  /7=ii7  ,  ^=765, 
&  f=756  ;  de  tout  cela  réfulce  2x=rt 

^*/'/H"??~^^^3^4  *  &  par  confécjucnt 
jc = 43  46  57  ;  enfuite  y = Jt— -;>;72=4xo968 , 
&  enfin  — j^  =  — 150568  ;  &  ce 
dernier  nombre  peut  auffi  fe  prendre  po^ 
jicif  ;  la  différence  alors  devicuc  la  (omme, 
&  réciproquement  la  fomme  devient  la 
différence.  Puis  donc  que  les  trois  nombres 
cherchés  font  : 

.r=434.^57  . 
^5=410968 
:f=i  50568 

nous  avons  x4->=85  56i^=(9i5y 
x4-{=5852X5=<76îy 

&.  de  plus  X— y=  i36«9=(i  17)' 


Digitized  by  C( 


JD*  A  L  Q  s  B  JSt  X.  319 

La  table  que  nous  avons  donnée^  feroit 
trouver  encore  d^autres  nombres^  en  fup- 
pofant  /f=^  f  kk=^ ,  &c  gg=  m  ,  hh 
s=^.;  car  alors  «=13.^.5.13.9  i5=9.2Ç 
•25.1(^9, fie ^3^97^'  comme 
f=3  y  g—"  9  &  A  =  i ,  on  a 

a=ifh^6  fie  £=:j^=22  j  par  confë- 
qoènc  p=aa — bb= — 448  ,  jt=<ia+W 
^j2o  ,  fie  r=iû£=i64i  de-là  provient 
XX=itt^pP'^qq  —  ^'io6x^^%oojo^ 

4-2.704,00  =  142  1719,  fie  ;c  ='-i~; 

donc    y^—pp=l^UL  ,   &   {  = 

=î5^.  Or,  il  faut  obferver  que  fi  ces 
nombres  ont  la  propriété  qu^on  exige ,  ils 
la  confervcronc  par  quelque  quarré  qu'on 
les  multiplie.  Si  donc  on  les  prend  quatre 
fois  plus  grands  ,  il  faut  que  les  nombres 
faivansfatisfàiTent également  :  ^5:^843458, 
^'=^040642  fie  ^=1761858  comme 
ces  nombres  font  plus  grands  que  les  pré- 
cédents ,  on  peut  regarder  ceux-ci  comme 
les  plus  petits  que  la  queftioo  admette. 


236. 

Sei^Umc  X^ucfiion.  On  demande  trois 
quarrës  ^  tels  que  la  diiFërence  de  chaque 
couple  de  ces  quarrés  foit  ua  quarré, 

La  folution  précédente  peut  fervirà  ré- 
foudre  auili  cette  nouvelle  queliion.  £a 
cfFet ,  fi  X  y  y  ic  ^  y  font  des  nombres  tels 
que  les  formule^  iuivances  devienncoc  des 
quarrés  :  I.)  jc^-y,  II.)  x — III.)  x-}-{  , 
IV.)  x-i ,  VO  y+{  ,  VI.)  y-{  i  II  eft 
clair  que  pareillement  le  produit  — yy 
delà  premier^  &  de  la  iecondc  ^  le  produit 
XX — {:f  de  la  troifieme  &  de  la  quatrième, 
éc  le  produit  yy — <j£  de  la  cinquième  ic 
de  la  (ixieme  feront  des  quarrés ,  &  par 
confequcnt  xx  ^yy  &  ;f  j  feront  trois  quarrés 
tels  qu*on  les  demande.  Mais  ces  nonibics 
feroient  fort  grands,  &:  il  y  en  a  fans  doute 
de  moindres  qui  fatisfont ,  vu  qu'il  n'eft 
pas  néceflaire  ,  pour  que  xx^yy  devienne 
unquarré,  que  x-^-y  &  x — y  foicnc  des 
quarrés  ,  car  ,  par  exemple  ,  eft  un 

quarré ,  quoique  ni  5-^-3  ni  y-r-j  ne  foicnc 

^  pas 


pas  des  quarr^  Ainfi  réfoliroos  la  qoeflion 

indépendamment  de  cette  confiddratiop  ^ 
&remarquotis  d'abord  qu'on  peut  prendre 
I  pour  Tun  des  qqarrds  cherchés:  la  railuo 
ta  eft  que  fi  les  formules  xx^yy ,  xit^^j^ 
^  yy — {{  ^oot  des  quarrés  ,  elles  ne  Iç 
feront  pas  moins  >  fi  on  les  divife  par  ^ 
par  conféquenc  on  peut  fuppoferqu'iU'agiç 
de  transformer  ^—  f-,  ^  — i ,  &  ^--i , 
ôc  la  qucdion  ne  roule  à  prdfent  que  iur 
les  deuK  fraâionsf  & 

Or,  fi  oousfuppofomT=fS&  ^=^±1 
les  deux  dernières  conditions  fe  trouveroiiC 
remplies ,  puifque  de  cette  fkqon^  — x 

moyea-Ià  il  ne  nous  rcfte  à  traiter  que 
h  première  formule^ — > ^^^^  L 

or,  le  premier  fafteur  eft  icî=^t^Zr) , 
le  fécond  c(l^^~-^,  &  le  produit 


■m 

de  CCS  deux  fadeurs  eft=t^^-^^^^'* 

On  voie  que  daos  ce  produic  le  dénomi- 
nateur eft  déjà  un  quarré  ^  &  que  le  nu- 
mérateur renferme  le  quarré  4  ;  donc  il 
né  s^agit  que  de  transformer  en  quarré  la 
formule  ippq(l — i  )(^qq—yp)  f  on  bien 
cclie-cî ,  (ppqq—  :)  C^— 0  ,  &:  on  y  par- 
vient en  faiiant  pq^'^^Sc^^-^ ,  puiC» 
que  dans  ce  cas  chaque  fadeur  devient 
féparemenc  un  quarrd*  four  s^en  convain- 
Ci'e,  on  remarquera  que  ?Ç=^"x~;**, 
que  par  conftquenc  le  pt-oduit  de  ces  deux 
fraftions  doit  être  un  quarré ,  qu'il  uoic 
rêcreaafSctantmuluplié  par  ^fjggJihkk, 
moyennant  quoi  il  devienr=^ 
hk^hh-^kh)  y  cnfuJte  ,  que  cette  formule 
devient  tout-à-fait  TemMabie  à  celle  qu  on 
a  trouvée  précédemment  ,  fi  l'on  fait/=a 

puifqu'alors  on  a  a(rt* — i?*).  i(c* — ^♦)=4 
(û« — ce  qui  a  lieu  ,  comme 
nous  avons  vu ,  quand  ^«=9  ,  bbsx^  ^  ce 
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6c-  Js:j.>  Ainfi        f  g^i  y  A  =  t6  8C 
,  d'où  réfulte  jPî=V  &  '^=;J=a  ; 
le  produit  de  ces  deux  équations  doooe 

^TM  =  ^^r;  donc  ^=1^^,  &  U  s'cnfuic 
que  p^-f  y  moyennant  cela  nous  avons  ^ 

 JV-T   9**^1  "ÎJ-i  1,1  >  puis. 

donc  que  jc=— ♦•^^  &  y*=?ff ,  faifon§,  à 
Vçffet  d'obtenir  des  nombres  entiers ,  ^ 
fet  $  3  ,  &  nous  ^uf ons  x^^-^^j  &  y 
i=iîi5.  Uonc  enûn  les  trois  nombres  quar« 
rés  cherchés  font  : 

^x^^^t^Ëocj  ,  en  effet  xr— yy  =  45i  584  =  (é7i)« 
jrjr=  y/— ({=  Io8i6  =  (i04)* 

SX  23409  ,  {{ :*4éa^»(é8o)\ 

Il  eft  évident  de  plus  que  ces  quarréi 

font  beaucoup  pluspctits  que  ceux  que  nous 
euffions  trouvés ,  en  quarrant  les  trois  nom* 
bres  X  y  y  &  ^  de  la  folution  précédente» 

137. 

On  nous  objeâera  fans  doute  ici  qaa 
cette  folution  n'a  été  trouvée  que  par  ua 
(impie  tâtonnement ,  puifque  nous  avons 
fait  ufage  de  la  cable  de  Tare*  2.35.  Mài$ 
nous  répondrons  que  nous  ne  nous  fommei 

Xij 


I 
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fcrvi  At  ce  moyen ,  qu'afin  de  parvenir  ao« 
plus  petits  nombres  poflibles  ;  car  fi  on 
voutoîc  ne  pas  avoir  égard  à  ^a  brièveté  ^ 
il  ferait  facile ,  moyennant  les  règles  don- 
nées ci-de(Itis ,  de  trouver  une  infinité  de  , 
folutions»  En  effet,  ayant  trouvé ^=JJS 
&  f==îîj^, ,  nous  avons  réduit  la  queftion 
à  celle  de  transformer  en  quarré  le  produit 
\ppqq — i)  (g — i)  ;  fi  donc  nous  faifons 
J=/7i  ou  q=^tnp ,  notre  formule  devien- 
dra (  mmp* — i)  (mm — i)  ,  ce  qui  eft  évi- 
demment un  quarré,  quand  p^i  i  mais 
de  plus  BOUS  allons  voir  que  cette  valeur 
nous  en  fera  connoicre  d'autres ,  fi  nous 
écrivons  pesi-j-/   nous  avons ,  en  con- 
*  féquence  de  cette  iuppofition  ,  à  transfor- 
mer la  formule  (mm— i)  (mm — +/^mmf 
^6nmJf'-\'^nimj^'-\-m  J  ^)  ;  elle  ne  fera 
pas  moins  un  quarré  ,  fi  on  la  divife  par 
\mm — celte  diviiion  nous  donne  i 

pour  abroger  nous  feifoDS;~i=if ,  noua 
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aurons  à  réduire  en  quarré  la  formule  z 

•  *^"4^/4"^^/74"4^/'"f"^*'  Que  la  racine 
en  foie  i  ^ff-^^gff^  dont  le  quarrë  cft  i 

+^^#'+  ^sfMfff\  ^fgp\  8sf\ 

qu'on  décennine/&  g  de  manière  que  léà 
trois  premiers  termes  s'évanouiffcnr ,  fat oir 
en  faifant  4<?ai/* ou  ps=%a ,  &  êa^îig 
+ffou  g:=^=:^a  —  zaa,  le»  deux 
derniers  termes  fourniront  Téquation  4^ 

*  -       — r^-^/t+8r7^   _  4 — i%a^$aa  » 

ouy^^Scè,  fi      divifc  la  fraflion.pré- 

cédente  par  a~i.  Cette  valeur  cft  d^jà 
fuffifance  pour  nous  donner  une  infinité  de 
folutions  ,  parce  que  le  nombre  m,  dans 
h  valeur  de  n ,  ar  'peut  fe  '  prendre 
à  volonté  :  c'cfl;  ce  qu'il  eft  à  propos  d'é- 
claircir  par  quelques  exemples. 

!•)  Soit  m  =  i ,  on  aura  û  =  f  ;  ainfi  / 

=44^— Si  donc/i=:  — H,  &  q 

9 

œ— •  enfin     —  ?^       l-^  ^ 
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II.)  Soit  m^\,  on  aura  tf=7&/==4 

iL  =  — par  coufe<iueDt  p=:—^,  oC 

^=:^  -  au  moyen  de  quoi  Ton  peut  dé-^ 
fcrmincr  les  fraftions  -f  &  ^. 
.  .11  eft  ua  cas  .paniculier  qui  mérite  qu« 
nous  y  tajEoDs  attentiuni  c'elt  celui  où  a 
cft  un  quarré  -,  Se  il  a  li^u  »  par  exemple  , 
quand  m  =  71  puifqu'alors  <2  =  ^.  Si  nous 
faifons  décore  îci^  pour  abréger  ^a^bb, 
en  forte  que  norre  formule  lojt  i^^l-bf* 
'^6ll>lJ^^l^lbf^'^bbJ\  nous  pourrons  la 
comparer  avec  lequarré  de  i-^zbbf^b/J] 
c'cft-à-dire  avec  i^^hif^ibfj-j'^^fjr 
'4"4^y  ^"f"^^/ &  clFaçant  de  parc  ,&c 
4  autre  les  deux  {>remiers  ternies  &  le  d>er"r 
nier,  6c  divifanc  les  autres  pary/*,  nous  au- 
rons 6Ai.-f4^^^y"=a/'+4/>*+46r,  d*où 

réfulce   ;  j  t—j 

^       4^W4iA   .      %ùb — xi 

ou  bien  cette  fraâion  écart  divifible  en- 
core par  b — I,  nous  aurons  enfin y=-~'^^ 


Ul 
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Remarquons  qne  nous  auhaos  auffi  pu 
adopter  i+xA/f  i//^pour  la  racine  de  notre 

formule  ;  le  quarré  du  trinôme  étant  i  +4^/* 

nous  aurions 

ciFacé  le  premier  ^  les  deux  derniers  ter* 
mes  ;  ic  divifant  les  autres  par nous  fe- 
rions parvenus  à  réquation46^'*^6^A/==46 
^xbfj^â^bf.  Mais  comme  AÀ=rf^  &  h 
=1 ,  cette  équation  nous  auroic  donné  f 
^ — a  fie  p  I  ;  par  conréqaentp/y~r 
!=o ,  fie  nous  n'auriou;is  pu  tirer  de-làau* 
cunc  conciufion^  puifque  ^  devieodrofcsro. 

Pour  revenir  donc  à  la  folution  précé- 
dente ,  qui  a  donné  p^'~ ,  comme  b 
s=~,  elle  nous  indique  que  li  /72=| ,  on  a 
r==^'i  fit  ^=;/n/»=n,  par  conféqueot  ^ 

a38.  ■ 


Ar     — «' 


DiX'fepdemc  Qtteftion.  On  cherche  troîi 

nombres  quarrcs,  tels  que  la  ioaimc  de 
chaque  couple  Ibîc  un  quarré. 

Puifque  ce lont les  Ci  ois  formules  jcx-j-yjv 

xxr^ll  fie  ,  qu'il  s'agit  de  craaf- 

X  iv 
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iormor,  divifoiis-les  par  {{^afin  d^avoir  , 
ces^rois  autres  ; 

IIL)f,+i=D. 
On  facisiaic  aux  deux  dernières^  eo  fai- 
fant  f*««  6c  f=rV.  *f  'a  première 
formule  fe  change  par*  là  en  celle-ci , 

— ^-  L    qui  doit  auffi  être 

tunqtiarrë^  fi  on  la  multiplie  par  i^ppqq , 
c'cff  à-dire  qu'il  faut  que  qqifp — '^Y'^pp 
{qq — i7=ïO  or,  c*eft  ce  qui  ne  peut 
guère  s'obtenir ,  à  moins  qu'on  ne  con- 
moiffe  d'aiiieurs  un  cas  où  cette  formule 
devijcnc  un  quarr^;  &  comme  il  ett  di£B- 
cil^  aufli  de  trouver  un  femblable  cas ,  i\ 

,  faudra  avoir  recours  à  d'autres  artifices  , 
dont  nous  allons  rapporter  quelques-uns. 

I.)  Comme  la  formule  en  qucilion  peut 
a^exprimer  ainfi  ,  ^/^/(/?-j-0'  (p-^^Y't'Pp 
(î+0'(?— 0'  =  Q*  qu'oû  fallc  en  forte 

qaVUe  foit  divffiblë  par  le  quarré  (/:?-f-i)*; 

4)n  Tobticnt  en  fàifant  q—izszp^i  ,  ou 
j  car  alors  q^i^p-^^ ,  &  h 


« 
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formule  devient  ip^^Yip^^yip — i)* 

*^/^/'(/'"f~3)'(p+ï)^  °  ;  de  forte  qu'en 
divifant  par  (p-j-i)*,  oa  a  (/'-H')*(P"^^)* 
*f"/'/'(/'"f"3)%  ce  qui  doic  ccre  un  quarré, 
&  à  quoi  oa  peut  donoer  la  forme  xp^Sp^ 
'^6pp — 4/?-f-4.  Or,  le  dernier  terme  étant 
ici  ua  quarré  ,  fuppofons  que  la  racine  de 
la  formule  foit  x+fp-^gpp  ou  gpp-\-fp'{-'^  > 
dont  le  quarré  eft  ggp^^'^fgf^'^^gpp 
^"//PP'4"4//^"i"4  y  ^  ^^^^  chafferons  les 
crois  derniers  termes  ,  en  faifanc  — 4 — 
ouf=^x  ,  &  g=^g+t  ou  ^  =  1  ;  les 
premiers  termes  étant  diviiés  par  p^^  don- 
neront enfuice  %p^2=ggp  -f-  x/^  = 

— nous  trouvons  par -là  p=r— a^dc 
y>,      ZI  ;  donc  enfin  f = ^^7^=  —  ^ , 

ou  jc=— 51  ^  ,  &  ^  =  Hr-=—  S  *  ^"  y 

jbâiions  maintenant  ^=1^.3.11^  noua 
aurons-  xssc 575.11  &  ^=483.11  ,  & 
par  conij^quent  les  racines  des  trois  quarrés 
quç  nous  cherchons ,  feront  : 
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jc=^325=ii.i;.i  s  ;y=5796=i  2.11.23; 

{^=518=3.11,1^; 
car  iî  en  réfultc  : 
xx+yy=23(x75*+X52*)=ix3\373% 

iX575^-h  4-^)=^  1^-577*. 

11.^  Oa  peuc  obicnir  encore  d'une  in* 
finité  de  maoieres  que  oocre  foriottle  foie 

diviliblc  par  uu  quand  ;  qu'on  (uppofe, 

par  exemple ,  (i^-j- 1)^4(^-^1)»,  ou  q 

-^i=z(p-j-i )  j  c*eft-à-dire  qz^Lp-j-i 
&  f  ~  j  =  2fy^  la  formule  deviendra 

{^pi>)=Qy  ce  qu^oa  peut  dtvifer  par 
moyennant  quoi  Ton  a  (i/^-j-i)* 
(p-!-l)*-^i6/?^3p-p  ,  ou  4p3—3pp 
^vp-\'i=Q ,  mais  de  quoi  on  oc  peut 
tirer  aucun  parti. 

.  '  Ifî.)  Faifons  donc  plutôt  {q — 1)^=4 

ou  ^— is=i  (p-[~0  >  nous  au- 
rons j=2'/?-|-3  «Se  j--{-i=i/^4  ,  ou 
ç-^T=i(/>-^i),  fie  nous  obtiendrons^ 

aprci»  avoir  (livifé  notre  formule  par(/7-f  i)*, 

cette  autre  formule:(2 p + 3)'(p— ^  )*+ 1^/'/' 
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ip-j-iy  ou  9~6p+53/ï/?4-68f'-^io/?*; 
i}ue  la  racine  en  foir  3 — p-j-gpf  ,  dont  le 

quarré  cft  9-^p-^6gfP'jrfF-^P'+ggp'i 
les  deux  premiers  termes  s'évanouîffent , 
&  dous  châSoQs  ie  tfoiiieaieen  £iilàac  $3 
^^é""}"^  >  ou  ^=7  ;  ainfi  les  autres  ter- 
mes le  divifenc  par  f  âc  dQOoeoc  aop^^S 

&  ^='^  I  au  moyen  de  quoi  nous  obce- 
Dons  une  nouvelle  folutîon.  • 

IV.)  Si  l'on  veut  faire  j — tCp — ï)> 
dn  a  j  =  f;,_2&^+,=|p  +  i=,i. 

'(i/j-j-i)  ,  &  U  forniule  après  avoir  été  di- 
vifte  par  (p—iy,  devient  («-iy  (;7+iy 
^~iÎpK^/'4"?r  f  niuUipliant  par  8i  ,  on 

=4oo/-f472.;>,-|73^^~j4^-j-9.,  où  le 
premier  &  le  dernier  terme  (ont  Ton  & 
l'autre  des  quarrés.  Qu'on  iuppofe  donc 
la  racinc=xo/7/7— 9/7-^3  ,  dont  le  quarré 
efc  40O/Ï*— 360/? ^-j-izo/?/?-^8  ipp — 
-{"9 ,  on  aura  47 -r"h73=— 3^^/^+2.0 1  ; 
dpnc^=r^,&j=^i 
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On  auroit  auffi  pu  prendre  pour  racine 

^opp-^^p — 3 ,  ce  qui  eft  celle  de  400/?* 
^^éop^'^ixopp-^^ipp — 54/?-f^  ;  mais 

en  comparant  ce  quarré  avec  notre  for- 

înule ,  on  auroic  croiivd  47V +73=3^^/' 

••—3^,  &c  par  conféquent  p= — i  ^  valeur 
qui  ne  peut  nous  fervir. 

V.)  On  peut  faire  auflî  c|ue  notre  for- 
mule foie  même  divifible  ]par  les  deux 
quarrés  (/?4"^)*  ^  0^ — 1)' en  mcme-tems, 
Qu^on  fàfle  pour  cet  effet  ,  de  forte 

que  9+i=eî±tiîtL^C£lAKr±i>^  & 

=  -Ei:jï?±is==i£ri^^)  Ja  forraolc  fe  divi- 
fera  par  (p-j-i)'  (/? — 1)' ,  5c  fe  réduira 

tiplie  par  il  faudra  ,  comme  au- 

paravant, que  la  formule  puiffe  devenir 
un  quarré,  &  on  aura  (/^^-f-O' 
+/'fO+0'(^— OS  on  np'+%tiu^i)p' 

{tt'^i)p-^U  ,  où  le  premier  &  le  dernier 
termes  font  des  quarrés.  Qu^on  prenne 
donc  pour  racine  tpp^{U'\'i)p^t  ,  ce 
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qui  cft  celle  du  quarré  ttp^-^xt  (f  f^-i) 
aura,  en  comparant,  %ttp^{tt^iy  p 

— i<f  r+ 1  )>  ou  4  ^fp'\'{tt'  i)>+4.^^(rf +1) 
=0 ,  ou  {ct-^- 1  )>-j-4^  (^^+  '  >  ^'cû- 
à-dirc  ^-4-1==:^  ;  de-là  réfulte  /?=.7Ît  ; 
par  conféqucoc  pL-\'i='^t  6c  p-^t 

='-î=l^  enfin  auffi  î-==f^ ,  & 

la  lettre  t  eft  arbitraire. 

Soie  ,  par  exemple ,  r=2  ,  on  aura  p 

S^deplus;jte44.5.ii ,  onax=3.i3.  ii 
6lcy=4..5.9.  13,  Ôc  Ics.raciDes  des  trois 
quarrés  cherchés  font  jrs=:3.i  I.i3=:4i9 , 
j  =  4. 5 .9.1 3  =  2  340,  <Sc  {=4.4. 5.11  =  880. 
On  voit  qu'elles  font  encore  plus  petites 
que  celles  que  nous  avons  trouvées  ci-deC- 
fus^y  fie  il  en  réfulte 
jcx-j- =3%  1 3'(  1 2. 1  -f-j  6  o  o)=3%  1 3  '.6 1 

jfx-f-:^:^=lI".(l51l4-640o)^=II  .89' , 

yj*f{{=2.o''Ci3^85+i936)=2o\ii$V 
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VI.)  Une  dernière  remarque  que  noxji 
feroas  au  fajec  de  cette  quelUon,  c'eft  que 
chaque  folution  en  fournit  aifément  un& 
nouvelle  ;  car  iorfqu'on  a  trouvé  trois  va* 
leurs  ,  x=a  ^y^b  &c  ^=c ,  de  forte  que 
ûû-^-bb  =  O  ,  aa-^fcc  =  □  ,  &  AA-Jncc=  □  f 
les  trois  valeurs  lui  van  tes  fat  s  feront  pa- 
reillemenc^  fa  voir  xsssab  ^  ys^r  &  ^  =:  âc« 
II  faut  que 

xx-^yy = aabb^fbbcc = bb(jaa^cc)  =  □ , 
Ajc-j-  ;^^^zz::iûabb-^aûcc:=s:aa'ybb'jf-cc)  =  □  ^ 
yy-j-  :[i=aa€c^bbcc=^c{àa^bb)=^  Q  ♦ 
Or ,  comme  nous  venons  de  trouver 
0^/7=3.11.13  ,  3^:6=54.5.9.13  Scj=c 
=4.4.5.11  ,  nous  avons  d'après  la  nou« 
veile  folution , 

jf=û£=3.4.5.9.i  1-13.13, 
y =ic=4.4.4.5. 5.9.11.13 , 
^=iïc=34.4.5.i  1.11.13 , 
Et  toutes  ces  trois  valeurs  étaot  divifiblef 
par3.4.5.ii.i3^fe  réduifent  aux  fuivantes* 

*=9*^3*  y=3-44.5  &  {=4  "  ^  ™  * 

— ^  '7iy &  {=44 ,  qui  (ont  encore 
'  moindres  que  celles  qu^a  données  tafoio^ 
tion  précédente  ^  ^  il  en  réfuke 
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2.39. 

DiK'huineme  Que/lion.  On  cherche 
deux  nombres  x  &  y,  tels  que  Tun  ajouté 
âu  quarre  de  Tautre  ^  produiie  un  quarré  ; 
c^cft-à-dire  que  xx-^y,  &  yj+^  foienc 
des  quarres. 

Si  on  Touloit  commencer  par  fuppofer 

^X'^ry^PP  *  ^  déduire  y=pp — xx  , 
on  auroit  pour  Pautre  formule  p*—^zppxx 
-^;c*-j-jc=  □  ,  Ôc  on  auroïc  de  la  peioe  à 
la  réfoudre. 

Qu'on  luppofe  donc  en  même-temsrunc 
des  deux  formules  jcx-r[-j=(^ — x)  =  9/1 
— ,  6c  Tautre  yy-j-;c=(,y — y)* 
— i^y-j-yy ,  on  obtiendra  par-là  les 
deux  équations  fuivaates,  L)y  +  zpxzi^pp. 
Se  II.)  ^+^fy=??  >  defquelles  on  tire  ai- 
fémenc  fie  y  =  '-f^ ,  ou  p  &c  q 

font  indéterminés.  Qu^on  fuppofe  donc  , 
par  exemple ,  p=z  Ôc  ^=3  1  on  aura  les 


deux  nombres  cherchés  jc=  %  &  y—  %  # 

moyennanc  quoi  JCX  ^ y  ==  ^ -f"    =  ,,5 

Si  on  faifoic  psi  &  ^3  »  on  auroic 

folution  qu'on  pourroic 

ne  pas  admettre^  parce  qoe  l'un  des  nom-» 

bres  cherchés  Te  crouvc  ndgacif. 

Mais  foie  p=i  &L  q—~  ,  nous  aurons 
jes=i  &  y— h  9  ^^^^  "O^us  dérivons  xx 

240. 

Dixifieuviemc  Queflion.  Trouver  deux 
nombres  donc  la  fomme  foîr  un  quarrë  , 
&  donc  les  quarrés  ajoutes  enfemble  pro-* 
duifenc  un  bi-quarré. 

Nommons  ces  nombres  jc  &  j  ;  &  puiC- 
que  xx^-yy  doit  devenir  un  bi-quarré , 
commençons  par  en  faire  un  quarrë ,  en 
Ibppofaoc  XX  pp — &  y^xpq^  au 
moyen  de  quoi  xx-^^yy^^p^qq)".  Or, 

pour 
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^Dur  que  ce  quarré  devienne  un  bi-quarré^ 
il  faut  que  pp-^qq  foit  UQ  quarré  ;  con- 
tinuons donc  en  fàilant  p:=.rr^Jf  &  q 
^rrf,  afin  que  ;?/^-f  ^7  =  (rr-f-y^y  ;  & 
preTenctmenc  nous  avons  jcx-j-yy  =  (rr 
y  ce  qui  eft  un  bi-quarréé  Ôr  ,  fuî- 
vanc  ces  fuppoiicions ,  nous  avons  x=^r^ 
*^rrjf^/  *  &c  y  =  4r'y1-4.r/' ;  îl  nous 
telle  par  conicqucnc  à  transformer  en  ua 
quarré  la  formula  ^-jrX^^^'^'i^T'^^^^jT 

Imaginons  que  fa  racine  foît  rr^%rf 

^Ij  j  ou  la  formule  égale  au  quarré  r* 

^^MT'V^^'^ff^VJ^'VP»  "^"s  pourrons 
eâacer  dépare  &:  d'autreles  deux  premiers 
&  le  dernier  ternie  ,  &  divîfer  les  autres 
par  r// ,  aiiiii  nous  aurons  6r  \'jy  =^ — 6r 
^ — ou  iir-f8/=:o  ;  de  forte  que  /* 
3= — ^'iîsz^Xr.  Nous  pourrions  âuiC  fup-» 
pofer  la  racine=rr — "^^f^ff  y  en  égalanc 
la  formule  au  quarrd  — V^f'^^^'^Jf^^P 
-4-/^;  de  cette  manière  le  premier  &  les 
deux  derniers  termes  fe  détruifaq^^es  àç^xsçn^, 
i:oLw5,  nous  aurions ,  en  divifant  par  rryi 
Tome  IL  Y 
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les  autres  termes,  4r^6/= — Y'^^/y 
ou  8r=:xi/;  par  conféquent  r=7/  ,*  aiofi 
4ans  cette  ieconde  fuppoiiiion  il  r=^3  & 
yïsx  ,  nous  trouverions  x=— 119  ,  ou 
une  valeur  négative»  ' 

Maïs  faifons  à  préfent  r-~f^t ,  nous 
aurons  pour  notre  formule 

Donc 


r4=  ii/»^^/i/+îl/)r//-f-^//'+i* 

par  conféquent  la  formule 

Cette  formule  doit  aulli  ctreun  quarré^ 
fi  on  la  multiplie  par  i^,  moyennant  quoi 
elle  devient  /*'^^j6j  U-^-j^oi/jtt-^iôoJc^ 
-l-iéc*.  Egalohs-là  au  quarré  de  /J+ 148/^ 
— \tt,  c'e(l-à-dire  ày  196/  U+%  i  Q<^6jfu 
-a-f  1 84/^^  +  1 6r*;  nous  voyons  les  deux 
premiers  termes  &  le  dernier  fe  détruire 
nies  deux  côtés ,  6c  nous  parvenons  par-Ii 
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k  l 'équation  1 1 896/—!  1 84^=408/+  i6or^ 
qui  fournit  ^  =  =  ^ = t^.  Puw  donc 
que  jf=B4  &  ^2=134.3^  nous  aurons  r 
^ifht^i^6*) ,  &  paf  conféquenc  x^r^ 

'^^rf*:=106 1  ^5  2  2^  3  5 20» 

CHAPITRE  XV. 

Solutions  de  quelques  Que/lions  oà  Poii 

demande  des  CubcSh 

jSToUs  avons  craicé  dans  le  Chapitre  pxé^ 
cèdent  quelques  queftions  oùils'agiflbic  de 
^àire  en  force  que  certaines  fot-mules  de-* 
vinflent  des  quarrès,  &  élles  nous  ont  donné 
occaiion  de  développer  différents  artifices 
que  demande  rapplîcadon  des  règles  que 
nous  avions  données  plus  haut*  Il  nous  refte 
à  préfent  àconfidérer  des  queftions  qui  rou- 
lent fur  la  transformation  de  certaines  foi^ 
mules  en  cubes  ;  les  folutiom  t^ui  vont  fuivrp 


jcpâodront  du  jour  fur  les  régies  ^ue  non»  ^ 
avons  auffi  indiquées  plus  haut  pour  lc> 
uao&fbrmacioos  de  cette  elpece. 

141. 

Quefiion  première.  On  demande  que  la 
femme  de  deux  cubes  ,  &Ly\  loit  un 
cube. 

<        .  ' 
Fuifque  x'^^y'^^'î^^^'^^^^  cube,  il  faut 
qu'en  divifant  cette  formule  par  le  cube  j*, 
le  quotient  roîc  pareillement  un  cube ,  ou 

que— ,+  ï=C.  Soit  donC7  =  :[ — i  ,  nous 

auruL.i    — ?{{^'3{  ^^^"^  voulions 

maintenant ,  en  fuivanc  les  règles  données 

plus  liauc ,  luppolcr  iti  la  racine  cubique 
,  &  en  comparant  la  formule  atec 
le  cube  ^' — 3^^i{+3^^{"t^*^  déterminer 
u  de  façon  que  le  fécond  terme  aufB  sVva- 
nouic,  nous  aurions  ii=i  &c  les  autres  cer- 
mes^&rmant  Péquation  3;^ = 3e/i/^^u>=3^ 
-—I  ;  nous  crouverions  ^  =  C30  ,  d^oii  nous 
ne  pourrions  rien  conclure,  LailToos  donc 
plutôt  u  indéterminé ,  &.  (irons  ^  de  Téqua- 
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cîoii  quarrée  — 3çç-f-'3£  =  _3a^Y-j.3i,,,j 
—11%  ou  3tff^~3fîi=3c/iiy^3^— II»,  m 
3("~  *  ){{=3C''^— 0{— ^^ou  {i=iu.+ 1  ) 


Z  r  r;  nous  trouverons 


queûioD  fe  réduic  par  conféqueot  à  CJranC» 

former  en  quanc  la  fraction  qui  eft  ious 
ce  iigoe  radical.  Multiplions  d'abord  pour 
cet  cfFct  les  deux  termes  par  3  (i/ — i), 
afin  que  le  dénominateur  devenant  uû 
quaiic  ,  favoir  ^6(^u — 1)%  nous  n'ayons 
k  traiter  que  le  numérateur —  311^  ixti* 
~i8^i^-j-^.  Comme  le  dernier  terme 
m  qaarré ,  nous  fuppoferofia  la  formule , 
conformément  à  la  règle,  égale  au  quarré 
de  gtat^fu+3f  c^e&^i'dirtk  ggi^-j^^ 
^Sguu-j^ôfw^^ ,  nous  ferons  difparoitro 

les  trois  derniers  termes,  en  faifant  o=£f 

OnfasO  ,  &  ^g-f-j^fes— 18  ,  ou  gr=^3  J 

Y  iij 
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{c  iMquation  qui  reftc  ,  favoir  ^^u^i% 
»ggur^%Jir=^u  ^  donnera  u=zi.  Mats 
cette  valeur  ne  nous  apprend  encore  rien; 
ainfi  nous  concînuerpps  en  écrivant  t/=x 
•^r,' or ,  notre  fonuule  devenant  dans  ce 
cas  lar— 3^*^  ce  qui  ne  peut  être  un 
quarré,  à  moins  cjue  t  ne  foit  négatif,  fai- 
fons  aufS-^coc  t^^^ff  nous  avons  par  ce 
nipyen  la  formule  11/^3/ qui  dcvjLUt 
un  quarré  dans  le  cas  do  /esi.  Mais  nous 
Toici  arrêtes  de  nouveau  ^  car  dans  ce  cas 

de Ji=zi  ^  00  a        I  &  u=o ,  d^où  l'on 

|îc pcutconclurcautre  chofe,  {icen'eil  que 
de  quelque  masiere  qu'on  s'y  prenne  ,  on 
ne  trouvera  jamais  une  valeur  qui  ialle  par- 
venir an  but  qu^on  fe  propofe  ;  ôc  Von  peut 
eA  inférer  déjà  avec  aULZ  de  confiance, 
qu'il  eft  impoi&ble  de  trouver  deux  cubes 
^pnc  la  fomme  foit  un  cube  ;  on  s'en  eon^ 

vaincra  entièrement  par  la  démpnftratioQ 
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Théorème.  Il  n*cft  pas  poffiblc  de  trouver 
deux  cubes  ^  donc  la  lomme  ou  bien  la  dif- 
férence foît  un  cube. 

Nous  cooimcnccroQs  par  faire  obfervcc 
que  fi  rifnpoflibincé  donc  nous  parlons  a 
lieu  pour  la  lomme  ,  elle  a  lieu  auili  pour 
la  différence  de  deux  cubes.  En  cfFet  ,  s'il 
eft  im poffiblc  que  x'-|-y*=j* ,  il  eft  im- 
poflible  auffi  que  — y*=x'  ;  or  ,  — y* 
eft  la  différence  de  deux  cubes;  donc >  &c. 
Cela  pofé,  îl  fuffira  de  démontrer  Pimpcf- 
fibilué  cû  qucltion ,  foit  de  la  fomme  feu- 
lement ,  foit  de  ia  différence  ;  or  y  voici  la 
fuite  des  raifonnemeocs  que  ccice  démoof-* 
tration  exige. 

L)  On  peut  regarder  les  nombres  xôc  y 
comme  premiers  entr'eux  ;  car  s^îlsavoient 
un  commun  divifeur  ,  les  cubes  leroieac 
auffi divifibles  par  le  cube  de  ce  diviCeur. 
far  exemple  ,  foie  x=zxa  &c  y  =  %J} ,  on 
auroic  Ac'-f"y  — î  or  ,  fi  cette  for- 
mule eli  un  cube  A'-f^  en  eû  auffi  un, 

Y  ir 
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n.  )  Puis  donc  que  x  &  n'ont  poinc 
de  fadeur  commun  ,  ces  deux  nombres 
font  ou  impairs  tous  les  Jeux ,  ou  hita  Vaa 
cLl  pair  &c  Tautre  eft  impair.  Dans  le  pre-» 
mîer  cas^ il fau Jroît:  que  ^  fût  pair,  dans 
Taucre  ce  nombre  feroir  impair.  Par  con- 
féquent  de  ces  trois  nombres  x  ,  y  &  -j, 
il  y  en  a  toujours  un  qui  cft  pair  ^  deux 
qui  font  impairs  ;  <Sç  il  qous  fuffira  donc 
pour  notre  démonlilratjon  de  confidérer  le 
cas  oiix  &c  y  font  tous  deux  impairs ,  parce 
qu  'il  eft  indifférent  de  prouver  rimpofTibjli* 
té  dont  il  s  agit  pour  la  lomme  ou  pour  la 
différence  ,  6c  qu'il  arrive  feulement  que  " 
la  fommc  de  vient  la  diffi^tcnce,  lorfqu^uno 
des  racines  eft  négative. 

IlL]  Si  donc  x£l  y  font  impairs,  il  cft 
clair  que  tant  leur  fomme  que  leur  dif- 
férence fera  un  nombre  pair.  Soit  donc 

z=sLp  &  T^=5f^ ,  nous  aurons  x^p-^q 
&  y==ip — .y,  d'où  il  fuit  que  Pun  des  deux 
nombres  p&iq  doit  être  pair  &  que  Pautre 
doic  êcre  impair.  Or  ,  nous  avons  x'  -f^r* 
^V'+^/^ff===V(/Vi"3ïf);  dçlorte<ju'i{ 
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s^agît  de  prouvei"  que  ce  produit  \p(pp 
*f"3f?)  P^"^  devenir  un  cube  ;  û:  fi  la 
démooliratioD  dévoie  fe  rapporter  à  la  di& 
féreiicc  ,  on  auroic  — y^=z6ppq-^xq^ 
&2^(^ç^jy /)),  formule  touc-à*fâit  la  mê- 
me que  la  précédente  ,  fi  on  raec  p-  &cg 
à  la  place  Pun  de  l'autre.  Far  conféquenc 
il  fuflic  pour  notre  quefiion  de  démontrer 
rimpoffibilité  de  la  formule  '^p{pp'^y3qq) , 
puifqu'il  s'enfuivra  ncccflairtnicnt  que  ni 
la  fomme  oi  la  différence  de  deux  cubes 
ce  peut  devenir  un  cube. 

I V.  )  Si  donc  ^pipp^3Çg)  étoitun  cube, 
ce  cube  fcroit  pair  ,  &  par  conféquenc 
divifible  par  8  ;  donc  il  âudrojt  que  la 
huitième  partie  de  notre  formule  ,  ou  p 

'  >  nombre  entier  &outro 

cela  un  cube.  Or,  nous  fa  vous  que  Tua  des 
nonnbrcs p  &c  qe&  pair  &,  Pautre  impair, 
amli  /?p+3îî  doit  être  un  nombre  impair; 
qui  D^étant  point  divifible  par  4,  il  faut  que 
p  le  foit,  ou  que^  foie  un  nombre  entier, 

V.  )  Mais  afin  que  le  produit  ^{pp+3^q) 
foit  uu  cube  ,  il  fauç  quQ  chacun  de  ces 


J 
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£iâeurs  y  s^ils  tConi  point  de  divifeur  cofli*- 

mun  ,  foir  un  cube  ieparcment  ;  car  li  ua 
produit  de  deux  (aft^urs  qui  font  premiers 
entr  eux  ,  doit  être  un  cube ,  il  faut  nécef- 
fairemenc  que  chacun  (oit  de  foi-même  un 
cube  ;  le  cas  cft  diiïerent  âc  demande  une 
confidération  particulière ,  fi  ces  faâeurs 
onc  un  divifeur  commun.  Ainfi  laqucûion 
eft  ici  de  favoir  fi  les  deux  fadeurs  p  & 
pp+iÇi]  ne  nourroient  pas  avoir  un  diviieur 
conmiun  ?  Pour  y  répondre  ,  il  faut  con- 
iiJérer  que  il  ces  fadeurs  ont  un  divifeur 
commun  ,  les  nombres  pp  &  /V"h3f7 
ronc  le  même  diviieur  ;  que  la  dificrencc 
auffi  de  CCS  nombres ,  qui  eft  ^qq  ,  aura 
le  même  divifeur  commun  avec  pp  ,  Sc 
que  ,  puifque  p  Se  q  font  pt:emiers  cntre^^ 
cux^  ces  nombres  pp  £c  ^gq^  ne  peuveoc 
'  avoir  d'autre  commun  divifeur  que  3  ,  ce 
ce  qui  a  lieu  quand  p  eft  divifiblc  par  3. 

VI.)  Nous  avons  par  confëquent  deux 
cas  à  exammer  :  Tun  cil  celui  ou  les  fac- 
teurs p^cpp'^'^qq  n'ont  point  de  commua 
'divifeur  ,  ce  qui  arrive  toujours ,  lorfque 
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p  n^cft  pas  divifiblc  par  3  ;  Pautre  cas  cft 
celui  où  ces  Êiâeurs  ont  un  divifèur  com- 
mun >  &  il  a  lieu  quand  p  pcuc  fe  divifer 
par  3  ;  parce  qu^aiors  les  deux  nombres 
fonr  divifibles  par  3.  Nous  avons  beloin 
de  diftinguer*  foigneufement  ces  deux  cas 
Pua  de  Tautrc,  parce  qu'ils  exigcoc  chacun 
une  démonftracion  particulière; 

VII.)  Premier  cas.  Que  p  ne  foie  pas 
divifîble  par  3  ^  &  que  par  conféquent  nos 
deux  fadeurs  J  &  pp-^Sçj  foient  premiers 
entr'eox ,  de  forte  que  chacun  en  particu- 
lier doive  être  un  cube.  Pour  faire  d^abord 
que  /?p+3'77  devienne  un  cube,  il  n'y  a  , 
comme  nous  Tavons  vu  plus  hauc ,  qu'à 
fuppofer  3  =  (f-i-tfi/ — 3)'  fie 

p — ^|/~3  =  (r — uy^ — 3)',  ce  qui  donne 
p;?+3ç^=(/r+3wwy  ou  un  cube.  Or, 
par-là  =  — ^tuu^t{tt  —  9^1/),  ôc  q 
ssyeti^^u^^^u{tt — uu).  Puis  donc  que 
g  cLï  un  nombre  impair  ^  il  faut  que  u  auili 
(bit  impair ,  fie  par  conféquent  que  e  foie 
pair  9  parce  que  fans  cela  ti — ^uu  feroic 
pair. 
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VIIL)  Maîoceoanc  que  nofus  avons  tranf- 

formé  PP'YSÎH  ^^^^  9  ^  ^^^^ 
avons  trouvé  /?  =  r (/£— 91/0) = t    ^  31;) 

(r— 3tt),  il  s'agit  ^uffi  que  |,  &  par  con« 
féquenc  auffi  que  %p  foit  un  cube  ;  ou ,  ce 
qui  revient  au  mème^  que  U  formule 
^K^"h3'0C^ — 3'0  *^it  un  cube*  Or ,  nous 
avous  à  obfervcr  ici  quor  eft  un  nombre 
pair  &  non  diviiible  par  3  ;  puifqu'àucre- 
mcnc  p  £eroit  divifible  par  3  ,  ce  qu^oo  a 
exprefTément  fuppofé  n^ètre  pas  ;  ainfî  les 
trois  fadeurs,  xr,  t-^^u  ôc  t — 3»,  fout 
premiers  enir^eux  ,  &  il  fâudroic  que  cha^ 
cun  d'eux  f  ùc  up  cube  en  particulier.  Si 
donc  nous  ftifonsi-j-3w=y'&  t — 3w  =  g^ 
nous  aurons  2r=/^4*£'*  donc  %t  cli 
un  cube  ,  nous  aurons  deux  cubes  p  6c  g\ 
dont  la  fomme  feroit  un  cube ,  &  qui  fe« 
roient  évidemment  beaucoup  plus  petits 
que  les  cubes  x^&iy^  a4optés  au  commen- 
cernent  ;  car  comme  nous  avons  d'abord 
fait  x=zp^\^  6c  y==^-*^^  &  que  nous 
venons  à  prclci^t  de  tlcccrniiner  p  &c  cj  par 

les  lettres  r  &  ti ,  il  faut  né.ceilàirementquc 
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les  nombres  x  &  y  foieoc  beaucoup  plus 

grands  que  t  &c  u, 

IX.  )  Si  donc  il  exiftoic  dans  dé  grands 
'  nombres  deux  cubes  tels  que  nous  les  de- 
mandons^ on  pourroic  audi  affigner  en  de 
moindres  nombres  deux  cubes  dont  ialom- 
me  feroic  un  cube  ^  &  on  pourroît  parve- 
nir de  la  même  manière  à  des  cubes  tou- 
jours plus  petits.  Or  ,  comme  il  clï  nés- 
certain  qu'il  n'y  a  poiiu  de  ces  cubes  dans 
les  petits  nombres ,  il  s'enfuit  qu'il  ny  en 
a  point  non  plus  dans  les  plus  grands.  Cette 
Gonclufion  ie  confirme  par  celle  que  four- 
nie le  fécond  cas  oc  qui  efl  la  même  , 
comme  on  va  voir. 

X.  )  Secon  J  cas.  Suppofons  à  prdfent  que 
p  foit  divifiblè  par  3 ,  &  que  q  ne  le  foie 
pas,  &  faifons  p~^r  ^  notre  formule  de- 
viendra (9'''-+3  7/)^  ^^J^{y'^]q)\ 
&L  ces  deux  fadeurs  font  premiers  entr'eux, 

vu  que  yr-^qq  n'eft  divifibJe  ni  par  %  tA 
par  3  ,  &  que  r  doit  être  p^r  auffi-bien 
que  p  ;  c^eft  pourquoi  chacun  de  ces  deux 

fadeurs  doit  être  uu  cube  et;  particulier. 
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XL)  Or  ^  en  cransfornianc  le  fccond  fac^ 
itur  y r^qq  ou  q(f^yr  ^  nous  trouvons 
de  la  même  manière  que  ci-defTlis  y  =  r 
,{tt — <)uu  )  &  r=3i/(fr— i/w  )  ;  âc  il  feue 
remarquer  que  ^  puifque  ^  écoic  impair^  t 
doit  être  ici  pareillement  un  nombre  im* 
pair,  &que  u  doit  être  pair. 

XII.)  Mais  il  fautauiS  que  ^  foit  un  cube  ; 
ou  en  multipliant  par  le  cube  ^ ,  que  ^  ou 
— uu)^^u{i'\'ii)  {t — u\(Q\t  uticube; 
&  comme  ces  crois  facteurs  lonc  des  nom- 
bres premiers  entr^eux  ^  il  faut  que  chacua 
par  lui-mcme  foit  un  çube.  Suppolons  donc 
t-j-i/  âc  r— £1 = g  ' ,  il  s'enfuivra  ai# 
— ,  c'efl-a-dirc  que  fi  droit  un  cube  , 
y  î— fcroit  un  cube.  On  auroit  par  con-* 
fequcnc  deux  cubes/  ^  £c  g*  beaucoup  plus 
petits  que  les  premiers ,  dont  la  différence 
leroic  un  cube  ,  6c  par-là  même  on  con- 
nokroit  aufli  deux  cubes  ,  dont  la  fomme 
feroit  un  cube^puifqu^on  n'auroit  qu^àfaire 
P — — ^'  P^"^  avoir /'—A*-}-^' ,  ou  un 
cube  égala  la  femme  de  deux  cubes.  Voilà 
donc  la  cpnclulion  précédente  pleinement 
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confirmée;  cVft^^à-dire  qu^oo  oe  peut  af*> 

figner  même  par  les  plus  grands  nombres 
deux  cubes  tels ,  que  leur  fomme  ou  leur 
différence  foie  un  cube  ^  &  cela  par  la  rai- 
fon  qu'on  ne  rencontre  point  de  cubes  do 
cecce  efpcce  dans  les  plus  pccics  nombres* 

2.44. 

Puis  donc  qu'il  cft  impoffible  de  trouver 
deux  cubes  donc  la  iomme  ou  la  diâérence 
foie  un  cube  ,  notre  première  queflion 
totpbe  d'elle-mcmc  ;  auiii  a-c-on  coutume 
plutôt  de  commencer  dans  cette  matière 
par  laqueftiun  de  dccerm'ncr  trois  cubes , 
dont  la  fomme  fafle  un  cube  ;  mais  en  fup- 
pofant  que  deux  de  ces  cubes  foienc  arbi- 
traires ,  de  forte  qu^il  ne  s'agit  que  de 
trouver  le  croifiemc  ;  aïoii  nous  pallerous 
iniméJiaieraenc  à  cette  qucftion. 

Queflion  deuxième.  Deux  cubes  a}  & 
étant  donnes ,  on  demande  un  troiiieme 
cube  »  tel  que  ces  trois  cubes,  ajoutés  en<: 
lemble  faiTent  un  cube« 
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Il  s'agit  de  transformer  en  cube  la  for^ 
mule  ;  cela  ne  peut  fc  faire  a 

moins  cju^on  ne  connoifTe  d^avatice  un  cas 
fatisfailanc  ;  mais  un  cas  de  cetie  efpece  fe 
préfente aufli-tôr  ,  c*eft  celui  de  x= — a; 
qu'on  falie  donc  x  =  y — i7,on  aura  x'=y' 

' — ^^yy^S^^y — >  P^^  conféqucnt 
la  formule  — 3ûyy"l"3<l<'J"l~^*  qui  doit 
devenir  un  cube;  or,  le  premier  &  le  der- 
nier terme  étanc  ici  des  cubes  ,  on  trouve 
auflfî-tôr  deux  foîutions. 

I.)  La  première  dcnyinde  qu^on  falTe  la 
racine  de  la  formule  =7-}-^,  dont  le  cube 
elt  y^-j^Sbyy^sl^i^y^b*  i  on  a  de  cette 
manière  — 3^J-1^3^?^=3^'j-{-3/'i  ;  &  par 
confcqucnt  y  =  =  ^ — b  ;  mais  x = — i  ; 
*  de  forte  que  ccctc  foluriua  ne  nous  cfl 
d^aucun  ufage. 

IL)  Maison  peut  aulïi  prendre  pour  ra- 
cine b^fy^  dont  le  cube  clïfy^-j-^bffyy 
^^l^hjy^b^  &c  dctcrminer /'de  façon 
qu^auffi  les  troifietnes  termes  fe  détruifent , 
favoir  en  faiianc  ^aa  =  ^bbf^  ou  f—Z  ; 

car  alors  on  parvient  à  inéquation  3^ 

•    =J  'y 
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pliéc  par  i',  devient  i'j— 3  ji*=i/^-h3i2*i^  ^ 
à  donne  y  =  ifî^fl+i^^âf^l^'+.tD 

^p^~i.p  &  P*^  coûlequcnt  xszy^a. 

—  -  7,  Amu  les  deux 

cubes  âc  Z^^  dcaoc  donnés,  nous  contioif^ 
fr.ns  aullî  la  racine  du  troifieme  cube  cher- 
ché ;  &  (i  nous  voulons  que  cette  racino 
foie  pofitivc ,  nous  n'avons  qu'à  fuppofer 
le  cube  à' plus  grand  que  l'autre  â'  :  faifons* 
en  Tapplication  à  quelques  exemples. 

I.  )  Soient  I  &  S  les  deux  cubes  donnés, 
en  foric  que  iî=l  fie  À  =  i  ;  la  formule 
c^-f-x*  deviendra  un  cube  ^  Sk  xsszj  ;  car 
on  auia  9-}-;t'=^=(7)'. 

II.  )  Soient  les  cubes  donnés  8  &:  x7  ^ 
de  forte  que  ù—^  &c  b—^  ;  la  formule 
y^^x^krsL  un  cube  dans  If  cas  de  xs»\^« 

in.)  Que  27  âc  6^  foient  les  cubes 
donnés  ,  c'eft*à-dire  que  ^=^3  &  ^samf  ; 
Tome  II.  Z 
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la  formule  ^i-j-x'  deviendra  un  cube^  fi 


Si  Von  vouloir  décermioer  pour  deux 
cubes  donnés  d^autres  croifiemes  cubes  ^  it 

faudroit  pourfuivrc  co  fubftituant  ^f,^.  "^f 

^[  au  lieu  de  jc^  dans  la  formule 

;  car  on  parviendroic  par  ce  moyen 
à  une  formule  iemblableàla  précédence^ 
te  qui  fourniroit  enfuire  de  nonvelles  va* 
leurs  de  {  ;  mais  on  voie  alTcz  qu'on  s'eo* 
gageroic  dans  des  calculs  très-prolixes* 

246. 

Il  fe  préfente  au  refte  dans  cette  qoef- 

lion  un  cas  remarquable^  celui  où  les  deux 
cubes  donnés  font  égaux  ^  où  asssbj  car 

dans  ce  cas  on  a    =  25.r=oo  :  c'tft-à-dire 

o  ' 

qu'on  n'^a  aucune  foiucion  ;  £c  voilà  la  raifoa 
pour  laquelle  00  n'a  pu  encore  réfoodre  le 
problème  de  transformer  en  cube  (a  for- 
mule %a^^x^.  Soit,  par  exemple  a^i 
Oi^  que  cette  formule  foit  i-j-x^  on  trou* 
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vera  que  quelques  formes  qu^onlui  doQne^ 
ce  fera  toujours  inucilcmenc ,  &  qu'on  cher- 
chera en  vain  une  valeur  de  x  qui  facisfafTe^ 
On  conclut  dc-là  avec  aflez  de  certitude  , 
quUl  eû  impoifible  de  trouver  un  cube  égal 
à  la  fommc  d'un  cube  iSc  d'un  double  cube  , 
ou  bien  que  l'équation  xa^-^x^^y^  eftini'' 
poffible  ;  &:  comme  cette  équation  donne 
xa'=:y'— ,  il  feroit  impolTible  aufli  de 
trouver  deux  cubes  dont  la  différence  fût 
égaie  au  double  d^un  autre  cube  j  cette 
conféquence  sVtcnd  de  même  à  la  fommc 
de  deux  cubes;  &  tout  cela  va  être  porté 
jufqu'à  une  évidence  cuinplette  par  la  dé« 
monltration  qui  fuit* 

Theorême.H'i  la  foniniem  la  difFérencd 
de  deux  cubes  oe  peut  devenir  égaie  aU 
double  d^un  autre  cube  ;  cela  Veut  dire  qud 
ta  formule  x^+y^—i^^  eit  toujours  impof-» 
iible  y  fi  ce  d^eft  dans  le  cas  évident  y  ^ACé 

On  peut  encore  ici  regardera &y  comme 
premiers  entr'eiix;  car  fi  ces  nombres 
avoicnt  un  divifeur  commun  ^  il  fâudroil 
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que  {  eùc  le  même  divifeur ,  6c  que  toute 

l'équation  par  coalcv^ucni:  fût  divifiblc 
parle  cube  de  ce  divifeur.  Cela  pofé^icomme 

A;*_+y' Joie  cire  un  nonibre  pair,  il  faut 

que  les  nombres  x  &cy  foienc  impairs  cous 

les  deux ,  moycunanc  quoi  caiu  leur  femme 
que  leur  diffëreoce  fera  paire*  Aiofi  faifons 
^=p.  Se  ~  =  ^  ,  nous  aurons  x^p-j^q 
&  ys^P"*^  \  ic  il  faudra  que  des  deux 
nombres  p  &c  q  l'un  loit  pair  6c  Tauire 
impair.  Qr,  de-iàii  fuie  jc'+y*=i/^'+6/?fy 

srrii/  {'iPP'^(](l)  %  c'eft  à'dire  deux  for- 
mules tour-à-faitfcmblablcs.Parconfequent 
il  fuifira  de  prouver  que  la  formule  "^pipp 
■i"3*/ï)  P^"^  devenir  le  double  d'un 
cube ,  ou  que  p{pp^}qq)  ne  peut  être  un 
cube.  On  va  voir  comment  nous  nous  y 
prendrons  pour  cette  démonilratioo. 

I.)  Il  fe  préfente  de  nouveau  deux  cas 
diiférens  à  confiddrer  :  Pun  où  les  deux  fac<- 
tcurs  p  &c  pp  ^3^^  n'ont  point  de  commun 
divifeur ,  &  doivent  être  un  cube  chacun 
fcpn rément  î  Tautre  où  ces  fliôeurs  ont  un 
divifeur  commun ,  lequel  divifeur  cepen- 
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dant,  comme  nous  av  ons  vu  ,  ne  peut  ccre 
autre  que  3. 

IL)  Premier  cas.'En  fupporHîC  Jonc  que p 
Qe  foit  pas  di  vifible  par  3^  &  qu'ainfi  les  deux 
faâeurs  foientprcmiers  tiur'eux,  nous  ré- 
duirons d'abord /'p^  3^^  en  cube  ,  enfaifanc 
p=t(r[^^uu)  &  y=3^K^f— 9^-^');  moyen- 
naoc  celail  faudra  feulement  encore  que/;  de*> 
vienne  un  cube.  Or,  t  notant  pas  divifible 
par  3^  puifqu^aucremcnc/7  feroic  aulQ  diviii- 
blepar  3,les  deuxfaâeurs  f  &/f— gw^/font 
premiers enrr^cux  9  &  par  coniëquencilfauc 
que  chacun  en  particulier  foit  un  cube. 

III.)  Mais  le  dernier  faâeur  à  (on  tour 
a  deux  faveurs,  favoir  ^-^-3^  &  t — 3f/, 
qui  font  des  nombres  premiers  cntr'cux^ 
d^abord  parce  que  t  n'eft  pas  divifible  par  3, 
&  en  fécond  lieu ,  parce  que  l'un  des  nom* 
bres  r  &:  w  eft  pair ,  ranJis  que  l'autre  eft 
impair  ;  car  (i  ces  nombres  écoienc  impairs 
tous  les  deux, il  faudroitque  non-fculcc.cnc 
p  ,  mais  auiE  que  q  fùc  impair  ,  ce  qui  ne 
fe  peut  ;  Jonc  il  fauc  que  eliacun  de  ces  « 
deux  iââeurs ,  i^^u  ôc  t — iU  en  parti- 
culier luic  un  cube.  Z  iij 
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IV.  )  Soit  donc/-J-3w:=/' ôcr— 3ï/3c=g'^ 
pous  auroos  %t  = /'^-g'-  Or ,  ^ doit  être  un 
cube  que  nous  défigoerons  par  h\  moyen-p 
oantquoi  il  fâudroic  que /'+g'=:aAV  par 
coalequent  nous  aurions  deux  cubes  beau- 
coup moindres ,  favoir  /'  &  gS  donc  la 
fomme  feroit  le  double  d'un  cube, 

V.  )  Second  cas.  Suppofons  a  prëfent  p 
divifîble  par  3  ,  conféquemmenc  que  q 
ne  le  foit  pas. 

Si  nous  faifons  p=2r  ,  nocre  formule 
devient  y(^^rr-\-3qc])=^r(yr^c/g)  ,  & 
CCS  lacleurs  ecant  maintenant  des  nombres 
premiers  entr^eux^  il  faut  que  Tun  &  Tautre 
loicnr  un  cube. 

VI.  )  Afin  donc  de  transformer  en  cube  le 
fécond,  j^-^3rr ,  nous  ferons  qs=zt(^tt'^uu) 
6cr=^u{tt-^u)  y  &  il  faudra  encore  que 
Pun  des  nombres  t&Lu  foit  impair  &  Tautre 
paîr,  vu  qu^autrement  les  deux  nombres  q 
ikr  feroient  pair«.  Or,  nous  obtenons  par-là 
le  premier  fââeur  <)r^%fu(jtt^uu)  ;  èc 
fpqmme  il  doit  être  un. cube,  il  ÊiutauQ} 
fu'en  le  divifant  par  27 ,  la  forip>ile  u{lL'-^ 
W)^  W  ui^t^v)  {t^y),  foiç  w  Çufee, 
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VIL)  Mais  ces  trois  faâeurs  étant  pre- 
miers entr^eux  ,  il  &uc  quMIs  foient  tous 
eux-mêmes  des  cubes.  Âiniifuppofoospour 
les  deux  derniers  ^ =/'  &  t^u=g  ' , 
nous  aurons  1/1==^'-—^'  ;  mais  u  devant 
être  un  çtibe ,  nous  aurions ,  de  cecce  ma- 
nière ,  en  de  bien  plus  petits  nombres  , 
deux  cubes  dont  la  différence  feroic  égale 
au  double  d^uo  autre  cube. 

VIIL)Puis  donc  qu^on  ne  peut  afligner 
en  petits  nombres  des  cubes  tels  que  leur 
fomme  ou  leur  différence  foit  un  cube 
doublé ,  il  eft  clair  qu'il  n^  a  point  de 
cubes  de  cette  efpece ,  même  parmi  les 
plus  grands  nombres» 

IX.)  On  objcfteràv  peut-être  que  notre 
conclulioa  pourront  mduire  en  erreur  ;  parce 
qu*il  exifte  dans  ces  moindres  nombres  un 
cas  facisfaifant ,  favoir  celui  de f=g»  Mais 
on  doit  confidérer  que  lorfque  /=»g,  on 
*a  dans  le  premier  cas  t-^^u^t'^^u  ,  6c 
ain(ici=o;  que  par  conféquent  aufE  ^  =  0, 
&  que  comme  nous  avions  fuppofé  x  =  p+q 
^yzzp^^  ,11  fàudroic  que  les  deux  pro» 

Z  iv 
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miers  cubes    &  y'  eulTenc  déjà  été  égaux 

Tunév  l'riutre,  lequel  ca^a  ctécxprefléraent 
excepté.  De  même  >  dans  le  Iccond  cas ,  fi 
f—g  ,  il  faut  que  i-\-u  =  t — ôc  pareille- 
ment i/=o;  dooc  auinr=o& p  =  o;donc 
les  tlcux  premiers  cubes  &  y'  devien- 
droient  encore  égaux  ,  de  quoi  il  n^efl;  pa$ 
^uçilion  dans  le  pruLlcuig. 

2.48. 

Que/lion  troificmc.  Oo  demande  en  gé« 
nt?ral  trois  cubes,  x\  y'  &  dont  U 
fomme  ioit  égale  à  un  cube* 

Nous  venons  de  voir  qu'on  peut  fuppofer 
deux  de  CCS  cubes  connus^  &  qu'on  peut  dé- 
terminer par-là  le  troificme,  pourvu  qu'il 
c'y  en  aie  pas  deux  dVgaux^  mais  la  méthode 
précédente  ne  fournit  dans  chaque  cas 
qu'une  feule  vaiçur  pour  letroiliemecube^ 
&  îl  feroit  difficile  d'en  déduire  de  nouvelles. 

Nous  reg^arderoiîs  donc  à  préfent  les  trois 
cubes  comme  inconnus  ;  &  afin  de  donner 
une  foluciun  générale ,  nous  ferons  Jt*+y' 
-1- j'=v'  ;  nous  tranfpoforons  un  des  pre- 
.  «nws  pour  avoir  x^+j^^ = v'— {'j  &  voici 


Digitjf  eçi  bj^..j«.— -^^v 


comment  nous  fatisferons  à  cette  équa- 
liori. 

J.)  Soit  x=p+y  &  y^p — ^,  nous 

aurons,  comme  nous  avons  vu  ,  Jt'-^-y' 
=1/;  {pp^'iqq).  Soit  de  pIusi.=  '-4-/& 
^=r — nous  aurons  aulli  v'~j  ^x  f 
C/T+3^'");<lonc  il  faut  que  ^p{pp^39^) 
-  ^fCiï^3'r),  o\xpipp+3(]cj)^jfXJf'^3rr^. 

II.  )  Nousavons  vu  plus  haut  qu^un  nom* 
bre  ,  tel  que  pp^^gq  >  ne  peut  avoir  pour 
divifeurs  que  des  nombres  de  la  même  for* 
me.  Puis  donc  que  ces  deux  formules  pp 
*^3qq  &  // +3''''>  doivent  avoir  néccffaire- 
menc  un  tiiyiicur  commun,  foie  ce  divi- 
fcur = tt-j-^uu^ 

III.  )  Fauons  en  confe'quence  pp'j'^jq 

=(//+3ê'g)  ("+3«'')  &  //+3'-«=( 

+3^^)  (^^+3"^)  >  ^  ^^^^^  aurons  p=ft 
&  q^g^—fi*  ;  P^'  conséquent  p/; 

^Jfu-^ôfgtu+^gguu&cqq  =  ggtt—xfgtu 
^ffuu,  d'où  réfultc       3    =       3  ^g^)rf 

+3^ê^)  (^^+3"''-) 

IV.  )  I:>iuus  cirons  de  la  même  manière 

de  l'autre  formule  ^f^ht^^ku  &  r^kt 
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— hu  ;  d'où  réfultc  l'équation  (/f-f-3g«  ) 

{tt-\-^uu)  f  qui,  di  viféc  par  tt-\--}uu,  donne 

/'(//+  3^^)+ 3g<ff+  3gg) = 3**) 
-f-3*«  (AA-j-3A*) ,  ou/J  Uï^iSë)-K^l'- 

moyennant  quoi  t=ii^i^^±^  u. 

V.)  ChalTons  encore  les  fraâtons  ,  eo 
fditant M=J\Jf-^igg  )—h  {hh-^r  3^^^), 
&  noas  aurons  t=^k  {hh-^^kk  ) — 3g^ 
^ff  +  3^5  )  >  P^^^  donner  telles 

valeurs  qu^on  veut  aux  lettres  f,  g  ,h6ck» 

VI*)  Lors  donc  que  nous  aurons  décer« 
miné  par  ces  quatre  nombres  les  valeurs 
de ^  &  de u j nous  aurons  I. ) p=/i^3g^» 
11.)  q  =  gt—fu,  m.)f^ht^3ku,  IV.)  r 
^=ikt^hu  ^  de-là  nous  parviendrons  enfin 
à  la  folution  delà  queftion  ,  x=/>+y, 
y         j  ,  ^  v=r+/i  &  cette 

folution  eft  générale,  au  point  qu'elle  ren- 
ferme cous  les  cas  pollibles  ,  vu  que  dans 
tout  ce  calcul  on  n'a  admis  aucune  limita- 
tion arbitraire.  Tout  Tartiâce  confiiioit  à 
icndix  nacre  équation  divifible  par  et 

4-  3  cm  ^  moyennant  quoi  nous  avons  pu 
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déccrmiaer  les  lettres  t  icu  par  une  équa- 
tion du  premier  degré.  On  peut  faire  des 
applications  fans  nombre  de  nos  formules  : 
nous  en  Sonnerons  quelques-unes  pour 
exemples. 

T.)  Soit  k*=zo  6c  /i=ai  y  onauraisa!^3; 

aa--3gr,  6c  q=z—{  ff+3SSÏ+f;  de  plus 

f^-3gaf+3ëS)  *  &.«=^/054-35o^) 
j  par  conféquent. 

y=^3g+UÏ't3ggy—f, 

{=(3g-f)  Œ+3ggy+i 

enfin  v=— (3£r-|-/)  (#4-3^« ' 
Si ,  outre  cela  ,  nous  fuppofons/=— i 
&c,g  =  '^i ,  nous  aurons  jic= — lo  ,  y 
caf4,  {  =  17  fie  v= — 7;  &  de-là  ré- 
fultp  Téquarion  finale  — 2o^-^i4'-<^i7* 

7',  ou  i4'-f-i7'-|-7'=^<^'- 
II,)  Soit  y  =F  X ,  ^ = I ,  &  par  conféquent 
^+355^  =  7  >     P'os  A  =  o&  A:=i;  ainfi 
AA-j-3/:A: 3=  3 ;  ou  aura^= — iz  &  tf=i4; 

de  force  que  p  =  2r^3t/=  18,  ^  =  f — xu 

»— 4P  ,  Il ,  &/=  311=4*  i 
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il  en  réfultera  jc=:/>-|-ç=— 12,  >  y^P 
—^  =  58,  ;^  =  r— /=— 54,  &  v=r+/ 
=  30  ;  donc  — 2'X^'-|-5  8'— 54^  =  30%  ou 
ç8'  =  3o'-|-54'-|-ii';  ôc  comme  toutes 
les  racines  fonc  divilibles  par  x  ^  on  aura 

auffi  I9*=i5'"j-i7'-}~ii^ 

III.  )  Soit /*=3,  g=I  ,/i=:I  i 

en  forte  que  ff-j-  isg=  ix  ,  &  hh-j-^hk 
=4  ;  &  qu'ainfi  f = — Z4  ôc  3%  ,  ces 
deux  valeurs  font  divifibles  par8;&  comme 
il  ne  s'agit  ici  que  de  leurs  rapports , 
nous»  pouvons  faire  t  = — 3  &,  u  =  4.  Nous 
obtenons  par<^là  p=3^"|"3w  =  +3  f  q  —  t 
~3 1/ = — 1 5 ,  r  =  f — w = — 7  &  /  =  r  -f  3 1£ 
=  +9;  parconféquentJC= — ii6cy=i8, 
^= —  16  ôc  v  =  2  ,  d'où  provient  — il' 

^i8'— 16'  =  2%  ou  i8»  =  i6'-f-ix*+iS 

'ou  bien  auflî  en  divlfant  par  le  cube  de  2, 

IV.  )Suppofons  auflî  e  =  o  &:  Â:  =  A ,  au 
moyen  de  quoi  nous  latiTons  /&  Aindéter- 

minces.  Nous  aurous^-|-3iyg=y^&  hh 
+ '^kk = 4AA  ;  ainfi  f  =  i  xA*  fie  11  = /» — 

de  plus  p=/i  =  iz/jV  ,  q  —  —p-\'^jhJf 
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se  3^/3  ;  donc  enfin  X =/7+y  =c  i6/A^—/% 

~4A/3 ,  &  v=r4-/=i6A*+2A/'.  Si 
nous  faifons  maiDCenaoc  f^h^i ,  cous 
avons  jf=i5  ,y=9,  ^=ix  &  v=i8^ 
ou  bien  ea  divifàoc  tout  par  3  ,  xs:^  ,  . 
y =3  >f  =  4  &  v=6;  de  façon  que  3^-}-4.' 
•^j'=5^  La  progrelHou  jie  ces  trois  ra- 
cines 3  >  4  »  5  ^  augmentant  de  l'unité ,  eft 
digne  d'attention  ;  c'eft  pourquoi  nous  re- 
chercherons s^i)  y  en  a  encore  d^autres  de 
la  même  cfpece.  * 

Queflion  quatrième.  On  demande  trois 

nombres  qui  forment  une  progrcffionarirh- 
métique ,  dont  la  différence  foit  i  ^  &  qui 
foicuc  ccls  que  leur^  cubes  ajoutés  cofemble 
reproduifent  on  cube. 

Soit  X  le  nombre  ou  le  terme  moyen, 
jr-*- 1  fera  le  plus  petit  &  x+ileplus  grand  ; 
la  fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres 

eft  3x3-f-^*=3^(^H^)  9  ^  ^'^^  ^^'^ 

être  un  cube.  II  nous  faut  ici  d'avance  ua 

cas  où  cette  propriété  ait  lieu  ,  &  nous 
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trouvons  tprès  quelques  elTais  que  ce  ifas 
cft  X — 4.. 

Ainfi  nous  pouvons ,  diaprés  les  rcgîcs 
établies  plus  haut  ^  faire  x^^+y  ;  en  forte 

que  JCX=il6-]-8j  -J-yj  2c  ^r^^é^-j-^Sj 
•^I2yy-f-y5,  &  moyennant  quoi  notre 

for  m  u  I  e  d  c  V  i  en  t  II 6-^  1 5  oy-^J^yy-j-J j', 

où  le  premier  terme  eft  uû  cube  »  mais  où 

le  dernier  ne  Teft  pas. 

Suppcfons  donc  la  racine  =ï^-f-^ ,  ou  là 
formule  =  2  i6-j*io8 fy'^^^JJyy^f  ^y^  $ 
&  faifons  évanouir  les  deux  féconds  termes 
en  écrivant  i5o=:io8y,  ouy=^  ^  les 
autres  termes  divifés  par  yy  ^  donneront 

35+3y=l8//+/3y=^i|^+î|!y,  ott 

i8î.3é-|-i83.3y=i8M$^-j-i53y ,  ou  18^ 

•3^— i8M5*=x53y — 185. 3y    donc  y 

1 8^3^*-^!  8^^^{^  _  i8\(  1 8.3^—2  5 
253^3.18^  2$^— 3.18*  ~  ' 

c^cft-à.dircy=  ^=  -li^ ,  fie  par  con- 
féquenc  xs=||^. 

*  Comme  on  pourroit  trouver  embarraf*- 
faut  depourfuivrc  cette  léduâioD  en  cubes  j 
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il  «ft  bon  d'obferver  que  la  quettion  peut 

toujours  fe  réduire  à  des  quarrés.  Ëo  ciiec ^ 
puifque  ^x{xx+%)  doit  être  uo  cube,  qu^oa 
fuppofe  cette  formule  =ut^j^^  &  on  aura 
3^^-f-(î=x*yS  &  par  cooféqueot  xx 

r.,  ,.  ^  •  ji^  — r^.  Or ,  le  numérateur  de 

cette  fraâion  étant  déjà  un  quarré  ^  nous 
o^avoos  befoiode  transformer  co  quarré  que 
le  dénominateur  6y^—i8 ,  ce  qui  exige aufS 
qu'on  aie  trouvé  un  cas.  Confidérons  pour 
cet  effet  que  iBcitdivifible  par^,  maisque 
6  cft  feulement  dîvifible  par  3 ,  &  qu'aînfi  y 
pourra  fc  divifer  par  3  ;  fino.us  faifoos  donc 
j=3f ,  notre  dénominateur  deviendra  = 
1 6x{^ —  1 8^ce  qui  étant  di vifé par  j  ôc  deve- 
nant 1 8^'— doit  encore  être  un  quarré;  or, 
c^eftcequi  alieu  évidemment  dans  le  cas  de 
1.  Ainû  nous  ferons  i4*v,  Se  il  faudra 
que  i^+$4v  +  i8v'=  □  ;  que  la  ra- 

cine en  foit  4  4-  ^  dont  le  quarré  eft  16 
+  +1^^^;  il  faudra  que  54+  i8v='5; 
ou  i8v=3 — y  OU  ir=— 7^ ,  ôc  par  confiî- 
quent  v=— J;;  ce  qui  produit  {==i+v=^* 
«t  après  cela  y  H- 


3<J8     E  L  É  M  E  N  s  ^  Sec. 

Reprenons  à  préfenc  ie  dénominateur  ((y^ 
— i8=i6x{3 — i8=9(i8{3 — 2)  ;  puifquc 
la  racine  quarrée  du  faéleur  i8{'— x  eft  4 
•j-  =  -s»  celle  du  dénomiDaccur  total 
cfi     mais  la  racine  du  numérateur  eft  6,; 

donc  x  =  îrr=^,  valeur  couc-à-faic  dil- 
ua 

fiérence  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment*  Il  s^enfuit  que  les  racines 

de  nos  trois  cubes  cherchés  font  I.  )  x — ^^i 

=i;^ii.)*=î!î,in.)^+i=!î-; 

fomme  des  cubes  de  ces  trois  nombres  lera 
un  cube  dont  la  racine  jty  =  ^ .  ^, = î^. 

Nous  terminerons  ici  ce  Traité  de  l'ana- 
lyfe  indéterminée  ,  ayant  eu  fufGfammene 
occafion  dans  les  queftions  que  nous  avons 
réfolues  ,  d^ezpliquer  les  principaux  arti*- 
fices  qu'on  a  imaginés  jufqu'à  prcfcot  dans 
cette  partie  de  rAnalyfe. 

Fîn  des  Elémens  d'Algcbre* 

Additzoks 
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AVERTISSEMENT. 

Les  Géomètres  du  ficclc  palïe  lïs 
font  beaucoup  occupés  del'Analyic 
indécerminée,  qu  on  appelle  vuigai* 
renient  Analyjc  de  Diop  hante  ;m2iis 
il  n'y  a  proprement  que  Bâcher  &c 
Fermât  qui  aient  ajouté  quelque 
cliofe  à  ce  que  Diophdnte  lui-même 
nous  a  laîfïe  fur  cette  matière. 

On  doit  iur-tout  au  premier  unek 
Méthode  complète  pour  réloudre 
en  nombres  entiers  tous  les  problè- 
mes îndctcraii  nés  du  premier  degré' 
[a]  ;  le  fécond  cil  l'Auteur  de  quel- 
ques Méthodes  pour  la  réfûlutioti 

[a]  Voyez  pJus  Ivis  fe  paragraphe  Hf.  Au  rcite  ,  je 
ne  parle  point  ici  de  ion  Comroenuïie  fur  Dioi>hante^ 
parce  f|ae  cec  Ouvrage ,  excellent  dant  Ton  genre  «  n« 
renferme  i  à  propremcnr  parl^ ,  aucune  découyerte< 

A  a  ij 
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des  équations  indéterminées  qui  paf^ 
fcnt  le  fécond  degré  [ô]  ;  de  la  Mé- 
thode (inguiiere  j  par  laquelle  on  dé- 
montre qu  il  eil  impoiiible  que  la 
fommc  ou  laditi^rencc  dedeuxquar- 
rés-quarrés  puifle  jamais  erre  un 
quarrc  [c]i  de  la  folucion  cfun 
grand  nombre  de  problêmes  très* 
difficiles  &  de  plufieurs  beaux  théo- 
rèmes fur  les  nombres  entiers  qu'il 
a  laiiles  fans  démonUracion  y  mais 
dont  la  plupart  ont  été  eniuue  dé- 
montrés par  Euler  dans  les  Com- 

£fr]  Ce  font  celles  qui  font  expofées  dans  les  c lu- 
pitres  9  •  9  &  10  du  Traité  prccédent.  Biili  les  ^ft 
rccueîJIiei  dans  differens  écrits  de  Ftmst  .  &  les  a 
pablîées  è  la  tite  de  la  nouvelle  édition  de  Diwpkdntep 

donnée  par  Fermât  le  61$. 
[c]  C^tte  méthode  eft  détaillée  dans  le  chapitre  13  du 

Traité  précédent  ;  on  en  trouve  les  principes  dan*  la 

Remarque  de  Format  ^  qui  eû  après  la  QueiUou  xxvi 

du  Iiivre  vi  de  Dioghante. 
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menraîrcs  de   Pétersbourg  [J]. 

Cette  branche  de  FAnalyfe  a  été 
preique  abandonnée  dans  ce  fieck  ; 
&  û  on  en»  excepte  EuLer  ,  je  ne 
connois  perfonnc  qui  s'y  foie  appli- 
qué ;  mais  les  belles  ôc  iiombreufes 
découvertes  que  ce  grand  Géomètre 
y  a  faites ,  nous  ont  bien  dédom* 
mage  de  i'efpece  d'indifférence  que 
lesautresGéometresparoiilentavoic 
eue  jufqu'ici  pour  ces  fortes  de  re- 
cherches. Les  Commentaires  de  Pé- 

* 

tcrsbourg  font  pleins  des  travaux 

[â^  tes  problêmes  les  rlicorêmci  dont  nous  par- 
Ions ,  font  répandu  s  dans  les  Remarques  àc  Fermât^ 
for  les  Qiieftions  de  Dtophdnte ,  &  dans  fes  Lettres  ira» 
primées  dans  les  Oftra  Mathematicà ,  Çfc^^  &  dans  1« 
Âcood  voloiiift  des  (Euvres  de  JVûUhm 

On  troaven  apiG  dam  les  Mémoires  de  l'Aadémte 
^  Berlin,  poor  les  années  1770  &  foiv.,  les  démonf- 
trations  de  quelques  théorèmes  de  cet  Auteur^ 

n'AYOïeoc  pas  encore  été  démontrés. 

a  nj  ' 
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d'Ealer  àzns  ce  genre,  &  l'Ouvrage 
qu'il  vient  de  donner  eft  un  nouveau 
fervice  qu'il  rend  aux  Amateurs  de 
rAaalyfc  de  Diophante.  On  n^en 
avoit  aucun  oii  cette  fcience  fut 
traitée  d^une  manière  méthodique  , 
&  qui  renfermât  &  expliquât  cLu* 
jrement  les  principales  règles  con* 
nué^  jufqu^icî  pour  la  folution  des 
problèmes  indéterminés.  Le  Traité 
précédent  réunit  ce  double  avan-« 
tage  ;  mais  pour  le  rendre  encore 
plus  complet ,  j'ai  cru  devoir  y  faire 
pluficurs  additions  Jonc  je  vais  icu- 
4drc  compte  en  peu  de  mots. 

La  théorie  des  fraâions  continues 
eft  une  des  plus  utiles  de  rArithmé-. 
tique ,  où  elle  fert  à  réfcudre  avec 
facilité  des  problênîes  qui ,  fans  fon 
fççûqrjjfefoientprefqu'inçraitablcSjj 
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mais  eliecft  d'un  plus  grand  u(àge 
encore  dans  la  folution  des  problè- 
mes indéterminés,  lorfqu'onnc  de- 
mande que  des  nombres  entier^» 
Cette  raifon  m'a  engagé  à  expofer 
cette  théorie  avec  toute  Fécendue 
néceilàire  pour  la  faire  bien  enten- 
dre; comme  elle  manque  dans  les 
principaux  Ouvrages  d'Aritbméti^ 
que  &  d'Algèbre,  elle  doit  être  peu 
connue  des  Géomètres  ;  je  ferai  fa- 
tisfait  fi  je  puis  contribuer  k  la  leur 
rendre  un  peu  plus  iamxiicrc«  Je 
donne  enfuite  des  applications  nou- 
velles de  cette  théorie  à  rAnalyfe 
indcicrniincc.  Je  détermine  les  mi- 
nima  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  les, 
formules  indéterminées  à  deux  in- 
connues, fur-tout  dans  celle  du  fé- 
cond ordre  ;  &  jc  démontre ,  rela- 
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iivcment  à  celles-ci  ^  des  propofi- 
tlons  remarquables  qui  n^étoient  pas 
connues ,  ou  qui  n'avoîent  pas  en- 
core été  clcmouriccs  cruiic  manière 
générale  &  direfte.  On  remarquera 
principalement  dans  l'article  33  une 
.Méthode  particulière  pour  réduire 
en  fradions  continues  les  racines 
réelles  des  équations  du  fécond  de- 
gré ^  ôc  dans  les  articles  fuivans  une 
démonllration  rigoureufe  que  ces 
fraâions. doivent  toujours  ccrc  né- 
ceflâirement  périodiques  [  e  ]. 

Les  autres  Additions  concernent 
la  r-élolution  des  équations  indéter- 
minées.  Bâcha  avoit  donné  y  en 
1624.^  la  réfolution  complète  des  ' 

[e]  Dans  ccrte  nouvelle  édition  on  a  fait  quelques 

cliai:gtii.î.iUi  à  l'Aiiilyîc  du  prcb'éine  pteauer  du  pira- 

gr>phe  ftcoad^  pour  la  rendre,  plus  dire^e  ^  plus  McUô 
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équations  indéterminées  du  premier 
degré.  Celles  des  équations  du  fé- 
cond degré  n'a  paru  qu'en  1769 
dans  les  Mémoires  deTAcadémie  de 
fieriin.  On  la  redonne  ici  Amplifiée 
&  généralifée  de  manière  à  ne  rien 
laiiler  à  défiren  A  l'égard  des  équa- 
tions indéterminées  des  dégrés  fu^ 
périeurs  au  fécond  ^  on  n'a  encore  - 
quedes  méthodes  particulières  pour- 
les  réfoudre  dans  quelques  c,as  ;  &  il 
cft  à  préfumer  que  ,  pour  ces  fortes 
d'équations  y  la  réfoiution  générale 
devient  împoÛible  pafle  le  fécond 
degré,  comme  elle  paroît  l'être. 
,  paile  le  quatrième  pour  les  cqua* 
tions  déterminées. 

Enfin,  le  dernier  paragraphe  ren- 
ferme des  recherches  fur  les  fonc- 
tions (jul  ont  !a  proprlecc^  queîc  pro- 
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duît  de  deux  ou  de  plufieurs  fonc- 
tions fcmbiables  eft  auffi  une  fonc^ 
tion  femblabie  ;  j'y  donne  une  mé- 
thode générale  pour  trouver  ces 
fortes  de  fonâions  y  6c  j'en  fais  voir 
Fufage  pour  la  réfolucion  de  diifé- 
rents  problèmes  indccermiaés ,  fur 
lefquels  les  méthodes  connues  n'au- 
roicnt  aucune  prifc. 

Telsfonc  les  principaux  objets  de 
ces  Additions ,  auxquelles  j'auroîs 
pu  donner  beaucoup  plus  d'étendue^ 
fi  je  n'avoîs  craint  de  paffcr  de  Juftes 
bornes;  je  fouhaice  que  les  matières 
que  )  y  ai  traitées  puilicnt  mériter 
Tatcention  des  Géomètres ,  ôc  ré- 
veiller leur  goût  pour  une  partie  de 
rAnalyfc^qui  me  parok  trcs-dignc 
d'exercer  leur  fagacité. 
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PARAGRAPHE  PREMIER 

SUR 

LES  FRACTIONS  CONTINUES, 

■ 


OMME  la  théorie  des  Frailicns  con- 
tinues manque  dans  les  livres  ordinaires 
d'AiiihiacLii^uc  &i  d'Algèbre^  &i  que  par 
cette  raifon  elle  doit  être  peu  connue  des 
Géomètres  ,  nous  croyons  devoir  com- 
mencer ces  Additions  par  une  expoiitionr 
iibrégce  de  cette  théorie,  dont  nous  aurons 
fouvenc  lieu  de  faire  Inapplication  dans  la 
luite.  * 

On  appelle  en  général  fradion  continue 
(oute  çxprcllion  de  cçttc  ibrme  ^ 
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b 

où  ks  quantités  «,  ,  ,  fir.  &  ^ , 
6c.  font  des  nombres  entiers  poûcifsouotf- 
gacifs  ;  mais  nous  ne  confiddrerons  ici  que 
les  fraâions continues,  où  les  numérateurs 
b,c,  6c»  font  égaux  à  Punité  ,  c'eft- 
à-dire  celtes  qui  font  de  la*  forme. 

*,ô,y,  &c.  étant  d'ailleurs  des  nombres 
quelconques  entiers  pofitifs  ou  négatifs  ; 
car  celles-ci  font ,  à  proprement  parler ^  les 
feules  qui  foient  d'un  grand  ufage  dans 
PAnalyfe  ,  les  autres  n'étant  prefque  que 
de  pure  curiofité. 

a»  Milord  JBrouncker  qQ,,  je  crois  ^  le 
premier  qui  ait  imaginé  les  fraâions  con- 
tinues ;  on  connoit  celle  qu'il  a  trouvée 
pour  exprimer  le  rapport  du  quarrc  cir- 

confcrit  à  Paire  du  cercle  j  &  qui  eft 
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Mais  OQ  ignore  le  chemin  qui  1^  a  conduit* 
On  crouvefeuietnent  dans  VArithmetica  in- 
J?/z/£ori/m  quelques  recherches  fur  ce  iujec, 
dans  lefquclles  Wallis  démontre  d*une  ma- 
nière allez  indirede  ^  quoique  fore  ingé-* 
nieufe,  l'identicd  de  TexprefEon  de  Broiinc- 
ker  avec  ia  tienne  j  qui  eft*,  comme  Ton 

_  * 

^'^^^9  \^^t  y  y  donne  auffi  la  méthode 
de  réduire  en  général  toutes  fortes  de  frac- 
tioni,  continues  à  des  fraétions  ordinaires. 
Au  refte,  il  ne  paroi  t  pas  que  Tua  ou  Tautre 
de  ces  deux  grands  Géomètres  aie  connu 
les  principales  propriétés  &c  les  avantages 
Ciiguliers  dc5  fractions  concinues  i  nou$ 

verrons  ci-après  que  la  découverte  en  eft 

principalement  due  à  Huyghcns. 

3*  Les  fraâions  coatinues  fe  préfentenc 
naturellement  toutes  les  fois  qu'il  s'agit 
d'exprimer  en  nombres  des  quantités  frac* 
tionnaires  ou  irrationnelles.  En  effet  »  fup- 
pofons  qu^on  att4  évaluer  une  quantité  quel* 
conque  donnée  a ,  qui  ce  foit  pas  exprima- 
ble par  un  nombre  entier ,  la  voie  la  plus 
fimple  elt  de  commencer  par  chercher  le 
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nombre  encier  qui  fera  le  plus  proche  dcî 
la  valeur  de  *,  &  qui  n'en  dificrera  que 
par  une  fraâion  moindre  que  l^unicc.  Soie 
ce  noml^ic  ^  ,  oc  l'on  aura  a — t  CtiaJ  a  une 
fraâion  plus  petite  que  Tunité  ;  de  forte 

que  fera  au  contraire  un  nombre  plus 
grand  que  Punité;  foit  donc  ~  =  b ,  fie 

comme  b  doit  être  m  nombre  plus  grand 
que  1  unité  ^  on  pourra  chercher  de  mcme 
le  nombre  entier  qui  approchera  le  plus 
de  la  valeur  de  ^  j  fi^  ce  nombre  étaoc 
nommé  0  ,  on  aura  de  nouveau  h — /s  égal 
à  une  fraâion  plus  petite  que  Tunité^  & 
par  conféquent  ~  fera  égal  à  une  quantité 

plus  grande  que  l'unité ,  qu'on  pourra  dé- 
ligner par  ainfi  pour  évaluer  il  n'y 
aura  qu^à  chercher  pareillement  le  nombre 
entier  le  plus  proche  de  c ,  lequel  étanc 
défigné  par  y  ,  on  aura  c —  y  ,  égal  à  une 
quantité  plus  petite  que  Tunité  ^  &  par  con^ 
fc^^ucnc  ^fu  a  égal  à  uo£  quatitité  d  plus 

grande  que  Tuniré  &  aînfi  de  fuite^r  Par 
ce  moyen  il  eit  clair  qu'on  doit  épuifer 
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peu-à-peu  la  valeur  de  a  ,  6c  cela  de  la 
manière  la  plus  fimple  6c  la  plus  prompte 
qu'il  eft  poffible,  puifqu  un  n'emploie  que 
des  nombres  entiers  dont  chacun  ap- 
proche ,  autant  qu'il  eft  poilible^  de  la  va** 
leur  cherchée. 

Maintenant ,  puifque  ~i—  b  ,on  aura  a 
— =f ,  &  a  f  ;  de  même  à  caufe 
de7r0=^?,oa  aucaZ'=B-(~7  ;  fie  à  caufe 
de  r-y—  J 1 00  ^^^^  pareillement  c = y-f-  i , 
&  ainfi  de  fuite  ;  de  forte  qu'en  fubiiituanc  ' 
fuccellivcment  ces  valeurs  ^  on  aura 

&  en  général  ; 

Il  cft  bon  de  remarquer  ici  que  les  nonf-* 
bres  (t ,  g)  r  I  â'c,  qui  repréfentçnt ,  comme 
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iK>us  venons  de  le  voir  ,  les  valeurs  enciercà 
approchées  des  quantités  a  ,b,c ,  Oc. ,  peiH 
venc  ècre  pris  chacun  de  deux  manières 
différentes ,  puifqu^on  peut  prendre  égale- 
mencpour  la  valeur  entière  approchée  d'une  ' 
qujnticc  doniiée,  Pun  ou  Pautre  des  deux 
nombres  entiers  encre  lefquels  fe  trouve 
cette  quantité  ;  il  y  a  cependant  une  dif- 
férence eflentielle  entre  ces  deux  manières 
de  prendre  les  valcursapproeliccs  par  rap- 
port à  la  fraâion  continue  qui  en  réfuite  | 
car  fi  on  prend  coujours  les  valeurs  appro- 
chées >  plus  petites  que  les  véritables ,  les 
dénominateurs  0 ,  y ,  J^,  S'c. , feront  tous  po- 
litifs;  au  lieu  qu'ils  feront' tou$  négatifs 
fi  on  prend  les  valeurs  approchées  toutes 
plus  grandes  que  tes  véritables ,  &  ils  feront 
en  partie  policifs  &  en  partie  négatifs,  fi 
les  valeurs  approchées  font  prifes  tantôt 
trop  petites  £c  tantôt  trop  grandes* 

En  effet ,  fî  *  eft  plus  petit  que  a  ,  z?— 
fera  une  quantité  poGtive  ;  donc  ^  fera  po- 
fitif ,  2c  0  le  fera  auffi  ;  au  contraire  a 
—•fera  négatif >  û  «  eft  plus  graiid  que  a  ; 

donc 


dottc  h  fera  négatif  &  a  le  fera  au/fi.  De 
même  Ci»  plus  pecic  que  fera 
toujours  une  c^uauciré  poficivc  ;  donc  c  le 
.i^ra  auiS ,  6c  par  oonféquent  aoifi  y  ;  aiais  fi 
écdplusgraiid  quei^i— 0  fera  une  quantité 
oégad  ve  ;  de  force  que  &  par  cooféquenc 
aufE  y  ,  feront  ndgatits,  6c  aiuli  de  fuite. 

Au  refte,  iorfquHl  s'agit  de  quantités  né* 
gatives  ,  fcnrends  par  quantités  plus  pe- 
tites celles  qui)  prifes  politivemenr^  fo« 
roicnt  plus  grandes  ;  nous  aurons  cepen- 
dant quelquefois  dans  la  fuite  occafioa  de 
comparer  entr^elles  des  quantités  purcmcnc 
par  rapport  à  leur  grandeur  abfolue  ;  thais 
nous  aurons  foin  d'avertir  alors  qu'il  fau- 
dra faire  abftraâion  des  (ignés* 
•  Je  dois  remarquer  encore  que,  ii  parmi 
les  quantités  6,  c,  il  s'en  trourc  une 

qui  foie  égaie  à  un  nombre  entier ,  alora 
la  fraftion  continue  ftra  terminée  ,  parce 
qu^on  pourra  y  conferver  cette  quantité 
même  ;  par  exemple ,  fi  c  eft  un  nombre 
entier ,  la  fraâioo  continue  qui  donne  la 
valeur  de  li,  (cra 
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En  effet»  il  eft  clair  qu'il  faudroic  prendre 
r=sc ,  ce  qui  donneroic  d—^^z=z  =  00  , 

ài  par  confequcnt  ^5=  »  ;  dè  forte  que  ron 
auroit  ' 


.1 

les  termes  fuivans  rfvanouîflant  vis-4-vis  de 
la  quantité  iutioic  00  ;  or»  ^=0  ;  donc  on 
aura  fimplément 

T 

Ce  cas  arrivera  toutes  les  ibis  que  la 

quantité  a  fera  commeafurable ,  c'eft-àr 
dire  qu'elle  fera  exprimée  par  unefradiq^i 
rationnelle  »  mais  lorfque  a  ferar-une^uau- 
ticé  irrationnelle  o«  tranfcendante  »  alors 
la  fraâion  continue  ira  néccflairemenc  à 
l'infini/ 

4»  Suppefons  que  la  quantité  a  foit  une 
fraction  ordinaire  ^,AôcB  étant  des  nom* 
bres  entiers  donnés^  il  e(l  d'abord  évident 
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t|ue  le  nombre  entier  «  qui  approchera  le 
)))us  de  i  y  fera  le  qaotienc  de  la  divifîoti 
de  A  par  B  ;  ainH  {uppolânc  la  divilioa 
'  làice  à  la  manière  ordinaire ,  te  nommant 
«  le  quocienc  &  C  le  reâe ,  on  aura  n 
î=^;  donc  5=1  ;  pour  avoir  de  mcme 
la  valeur  entière  approchée  ê  de  la  frac- 
tion l' ,  il  n'y  aura  qu'à  divifcr  B  par  C  , 
&  prendre  pour  0  le  quotient  de  cette  di* 
vifion  ;  aU^rs  nouinuinc  D  le  refte,  on  aura 
B=^,  &  par  conléquent  c=3Es§  oa 
couLiauera  Julie  à  divifcr  C  par  <3c  Ic^ 
quotient  fera  la  valeur  du  nombre  Yfàc 
ainfi  de  fuite  ;  d'uii  rciulte  cette  règle  fore 
(impie  pourréduire  les  fradions  ordinaires 
en  fraâions  continues. 

Divife:^  d^ûhordlenufhérateur  delà  frac-» 
tionpropojce  par  fon  dénominateur^  &  nom* 
me:(  le  quotien  f  *  ;  divifc:(^  enfuitc  le  dénomi^ 
nateurpar  le  refte ,  &  nomme^  le  quotient  a$ 

divife^  après  cela  le  prtmitr  refc par  le fe^ 

cond  refte  ^  &  foù  le  quotient  y  ;  continue^ 

ainfi  en  divifant  toujours  Vavant-dernier 
refte  par  le  dernier ,  jufqu^à  ce  qu^on  par*\ 
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vienne  aune  divifîon  quife  faffe  fans  refte, 
ce  qui  doit  nécejfairement  arriver  ,  puif 
que  les  rejles  font  tous  des  nombres  entiers 
qui  vont  en  diminuant  f  vous  aure[  la 

Jraclion  continue  ,  ^ 

qui  fera  égale  à  la  /radian  donnée* 

5.  Soit  propofc  de  rcJuîrc  en  fraclion 
continue  la  fraâion  'i^i  ;  on  divifera  donc 

1103  pai  S07  ,  on  aura  !c  q^oucac  1  £c  le 

refte  2.16  ;  on  divifera  887  par  xi(î ,  on 

aura  le  (juuûenc  4  6c  le  refte  23  ;  on  di- 
vifera  %i6  par  ^3  ;  ce  qui  donnefa  le  quo-* 
tient  9  &c  le  refte  9;  ondivîfcra  encore  13 
par  9  j  on  aura  le  quotientx  &  le  refte  5;  on 
divifcrâ  9  par  ^) ,  on  aura  le  quocienc  1  £cle 
refte  4  ;  on  divtfera  5  par  4. ,  on  aura  le  quo- 
tient I  âcle refte enfin,  divilanc 4 par 
on  aura  le  quoticot  4  &  le  refte  nul,  de  forte 
que  l^op(^rauon  iera  terminée.  Railembiant 
donc  par  ordre  tousles  quotîéns  trouvés,  on 
aura  cecte  férié  4 , 9  ^  x ,  1^  4^  d'où 
Tua  formera  la  fradion  continue. 
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6.  Comme  dâos  la  manière  ordioairc  de 
faire  les  dîvifions ,  on  prend  cou joars  pour 
quoûeot  le  aombre  entier  qui  eii.égal  ou 
moindre  que  la  fra(ïion  propofrfe,  îl  s'enfuie 
que  pa^  la  méthode  précédente  00  n^aura 
que  des  fraftions  continues^  donc  cous  les 
dénominateurs  feront  des  nombres  poûtifs. 

Or, on  peuc  aufE  prendre  pour  quotient 
le  nombre  entier  ,  qui  eû  immédiacemeoc 
plus  grand  que  la  valeur  de  la  fra^ion, 

lorfque  cette  fraâion  o'eft  pas  r^duâible 
a  ua  nuaibrc  entier ,  6c  pour  cela  il  n*y  a 
qu^à  augmenter  d^une  unité  la  valeur  du 
quotient  trouve  a  la  manière  ordinaire  ; 
alors  le  refte  fera  négatif ,  &  le  quotient 
fuivâDi  fera  nécedairement  négatif.  Ainû 
oQ  pourra  à  volonté  rendre  les  termes  de 
la  fraâion  continue  poficifs  ou  négatifs* 

Dans  Texemple  précédent ,  au  lieu  de 
prendre  1  pour  le  quotient  de  t  1 03  diviiii 
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par  887 ,  je  puis  prendre  2  ;  mais  j'aurai  fe 
rcftc  négatif— 671 ,  par  lequel  il  faudra 
maintenant  divifer  887  ;  on  divifera  donc 
887  par— 671  ,  &  l'on  aura  ou  le  quo- 
tient— X  &  le  relte  xi6  j  ou  le  quotient 
—a  &  le  rcfte— 4-5  5.  Prenons  le  quotient 
plus  grand  —  i  ^  &  alors  il  faudra  divifer 
le  refte — 671  par  le  refte  d^ou  l'on 
aura  ou  le  quotient*— 3  &  le  relie -^13^ 
ou  le  quotient — 4.3c  le  refte  193.  Je  conti- 
nue la  divifion  en  adoptant  le  quotient  plus 
grand — 3  ;  j'aurai  a  divifer  le  rcftc 
par  le  reite — 23  ,  ce  qui  me  donnera  ou 
le  quucient — 9  &  le  refte  9,  ou  le  quo- 
tient— 10  &  le  refte — 1\  ^  6c  ainfi  de 
fuite. 

Pe  cette  manière  on  aura 

où  Ton  voit  que  tous  les  dénominateurs 

fuiic  négatifs. 

7.  On  peut^  au  refte,  rendre  pofitif  cha<« 

que  dcaoïiuaaLeur  n^gatif^  en  changeant 
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figne  du  numérateur  •  mais  il  faut  alors 
changer  auili  ie  lîgoe  da  ntiinéraiceur  fui* 

vaut  :  car  il  cfl.  clair  qu'on  a 

I  I 

Eofuice  on  pourra ,  û  Von  veut ,  faire 

difparoitrc  tous  les  fignes  —  de  la  fradion 
continue  »  &  la  réduire  à  une  autre ,  où 
tous  les  termes  loient  poruiis  ;  car  ou  a  en 
général 

comme  on  peut  s^en  convaincre  aifémenc^ 
en  réduifant  ces  deux  quantités  en  fraâions 
ordinaires* 

On  pourroit  auffi ,  par  un  moyen  fem^ 
blable^  introduire  des  termes  négatifs  à  la 
place  des  po&tifs  ^  car  on  a 

X>^où  Ton  voit  que  par  ces  fortes  de  tran(^ 

formations  on  peut  quelquefois  £mpliâer 
une  fraâion  continue^  &  la  réduire  à  un 
Aïoindre  nombre  de  termes  ;  ce  qui  aura 

Bb  4 
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lieu  toutes  les  fois  qu^tl  y  aura  des  déncH» 

minaicurs  égaux  à  Tuauc  poliuvc  ou  aé<« 

En  général,  ilefl:  clair  que,  pour  avoir  la 
fraâion  continue  la  plus  convergente  qu'il 
efl:  poflible  vers  la  valeur  de  la  quaucicé 
donnée ,  il  Êiut  toujours  prendre  pour 

y  9  les  nonibrcs  entiers  qui  appro- 
chent le  plus  des  quantités a^b  ,c,&c.y  (oit 
qu'ils  loieot  plus  petits  ou  plus  grands  que 
ces  quantités  ;  or  ,  il  eft  facile  de  voir  que 
Il ,  par  exemple ,  on  ne  prend  pas  pour  » 
le  nombre  entier  qui  apptoche  le  plus,  foit 
en  excès  ou  çn  défaut  de  a  ,  le  nombre 
fuivant  lîfera  nécelTaircmcnî:  c^a!  à  rLiiâté; 
en  eiFec,  la  difFérence  entre  ûicm,  fera  alors 
plus  graiiJc  que  ~,  par  conféquent  on  aura 
,  plus  petit  que  a;  donc  0  ne  pourra 
être  qu'égal  à  l'uuité* 

Ainti  toutes  les  fois  que  dans  une  frac^ 
tion  continue  on  trouvera  des  dénoipiua* 
feurs  égaux  à  l'unité ,  ce  fera  une  marque, 
que  Ton  n'a  pas  pris  les  Jcnominaccurs  pré* 

cédenuattifi  approchants  qu'il  eft  poiiiblo» 


s 
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&  que  par  coofiéquenc  la  fraâion  peuc  fe 
iimpiifîer  en  augmentant  ou  en  dimînuanc 
ces  déaomÎDaceurs  d'une  unice  ,  ce  qu'on 
pourra  exécuter  par  les  formules  précé- 
dentes ji  fans  être  obligé  de  re&ire  en  en* 
tîer  le  calcuL 

8.  La  méthode  dei'art.  4  peut  fervir  aulfi 

à  rcJmrc  en  fradion  coHcinuc  toute  quau- 
tité  irrationnelle  ou  tranfcendance ,  pourvu 
qu'elle  foit  auparavaac  exprimée  en  dcci- 
maies  ;  mais  comme  la  valeur  en  décimales 
ne  peuc  ecre  qu'approchée,  <Sc  qu'en  aujg- 
inentant  d^une  unité  le  dernier  caraAere  ^ 
on  a  deux  limites  encre  iefquelles  doit  fê 
trouver  la  irraie  valeur  de  la  quantité  pro- 
pofce  ,  il  faudra ,  pour  ne  pas  iorcir  de  ces 
limites ,  faire  à  la  fois  le  même  calcul  fur 
les  deux  fraâions  doue  il  s'agit  ^  &  n'ad« 
mettre  enfuite  dans  la  fraâien continue  qvic 
les  quociens  qui  réluiteront  également  des 
deux  opérations. 

Sou  ,  par  exemple^  propofé  dVxprimer 
par  une  fraâion  continue  le  rapport  de  la 
circonférence  du  cercle  au  diamètre. 
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Ce  rapport  exprimé  en  décimales  efi:, 
par  le  calcul  de  Viete,  3,141591^5 35.««.; 
de  forte  qu'on  aura  la  fraftion  à  ré- 

duire en  fraâion  continue  par  la  méthode 

^  ci-deirus;vOr^  fi  on  ne  prend  que  la  frac-  * 
rion  J^Hi  on  trouve  les  quotîjbns  3,7,15, 
I  ^  t^c.  ;  &  fi  on  prenoit  la  fraâion  plus 
grande  ,  on  trouveroit  les  quotîens  3, 
7,  16  y  &C;  de  force  que  le  croifietipe  quo* 
tient  dcmcurcrpit  incci  Laiii,  d'où  Ton  voit 
que  pour  pouvoir  poufier  feulement  la 
fraâion  continue  au-delà  de  trois  termes  , 
il  faudra  néceiiàirement  adopter  une  va- 
leur de  la  périphérie  qui  ait  plus  de  fix  ca- 
raâeres. 

Si  on  prend  la  valeur  donnée  par 
Ludolph  en  trente-cinq  caraâeres ,  &  qui 
cft  3,  14159,  26535,  89793,  23846, 
a6433  ,  83179  ,  50188  ,  &  qu^on  opère 
en  même-temps  fur  cette  fraâion  Se  fiar  la 
même ,  en  y  augmentant  le  dernier  carac- 
tère 8  d'une  unité ,  on  trouvera  cette  fuite 
de  quotîens  ,3,7,  15,  i ,  291 ,1,1, 

1 
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1 ,  84, 1 , 1 ,  1 ,  15  ,  3  , 13  ,  1 ,  4, 
6 y  6^  I  ;  de  force  que  Ton  aura 

Périph*  I 

Comme  il  y  a  ici  des  dénominateurs 

égaux  à  Punicé ,  on  pourra  liniplifier  la 
fraâîpn ,  en  y  incroduiranc  des  termes  né- 

gatiiî»,  par  ks  formules  de  rart,  7  ^  &  l'on 
trouvera 

Péripk,  j 

diamctr,      3     7  4. 


OU  bien . 

Péripk,  X 
diamctr,  ~*  3  "^"y  ^  J[ 
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^    3  +  1*^- 


1^+ 


'3+  ^Ê'^- 

9*  Nous  avpns  montré  ailleurs  comment 
on  peut  appliquer  la  théorie  des  fraâions 
continues  à  la  réfolution  numérique  des 
équations ,  pour  laquelle  on  n'avoit  encore 
que  des  méthodes  imparfaites  ôc  iofuffi- 


I 
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lantes.(VoyczlcsilfmoireA'  de  P  Académie 
de  Berlin  t  pour  les  années  ijôj  &  1768.) 
Toute  la  diiScuIcé  confiib  à  pouvoir  crou- 

'  ver  dans  une  équation  quelconque  la  valeur 
eotiere  lâ  plus  approchée ,  foie  en  excès 

^  ou  endéfaut  de  la  racine  cherchée y&c'eft 
fur  quoi  no  us  avons  donné  les  premiers  des 

Règles  fûres  &  générales,  par  lefquetles  on 
peut  non-fcukmenc  reconnoicre  cq|iibien 
de  racines  rdcllcs  politives  ou  négatives  , 
égales  ou  inégales ,  contient  la  propofée , 
mais  encore  trouver  facilement  les  liaiices 
de  chacune  de  ces  racines ,  &  même  les 
limites  des  quantités  réelles  qui  comporenc 
les  racinesimaginaires.Suppofanc  donc  que 
X  ioïc  rincpnnue  de  Péquation  propolée , 
on  cherchera  d'abord  le  nombre  entier  qui 
approchera  le  plus  de  la  racine  cherchée  , 
&  nommant  ce  nombre*,  il  n^y  aura  qu^à 
faire  ^  comme  on  Ta  vu  dans  Tare*  3  ,  x=« 
(  je  nomme  ici  jc,  y  ,  ;[ ,  &c. ,  ce  que 
f ai  dénoté  dans,  l'art,  cité  psit  a,b , c , 
&c  fubftituaot  cette  valeur  à  la  place  de  x, 
on  aura^  après  avoir  fait  évanouir  les  frac-- 


tiôm  f  une  équation  du  même  dégré  en  y, 

K^uï  devra  avoir  au  aïoius  une  racine  pofi- 
tive  ou  négative  plus  grande  que  l'uni  ré. 
On  cherchera  donc  de  nouveau  la  valeur 
entière  approchée  de  cette  racine,  &  nom* 
manc  cette  valeur  on  fera  enfuite  j=b 
\  j  ce  qui  donnera  de  même  une  équa-* 
tion  qui  aura  aullî  néceâairemcnt  une 
racine  plus  grande  que  Tunité  ^  &  dont  on 
cherchera  pareillement  la  valeur  entière 
approchée  y,  '&  aîofi  de  fuite.  De  cette 
manière  ia  racine  cherchée -fe  trouvera 
exprimée  par  la^firaâion  continue  ' 

qui  fera  terminée  i\  la  racine  cft  commen- 
iurable  ,  mais  qui  ira  nécclTairemcnt  à  l'in- 
fini ,  (i  elle  ett  incommenfurable. 

On  trouveradaos  les  Mémoires  cités  tous 
les  principes*&  les  détails  néceiïàires  pour 
fe  mettre  au  fait  de  cette  méthode  &  de 
fcs  u figes ,  &  même  diiTcrens  moyens  pour 
abréger  fouvent  les  opérations  qu'elle  de« 
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mande  ;  nous  croyons  n^  avoir  prcfquô 
rieo  laifTé  à  délirer  fur  ce  fujec  fi  imporcanc* 

Au  icllc,pûur  ce  qui  regarde  les raciiics 
des  équations  du  fécond  degré  ^  nous  don* 
ocrons  plus  bas  (  art.  33  ce  i uiv.  )  une  mé- 
thode particulière  &  crès-finoplc  pour  les 
convertir  en  f radions  continues. 

10.  Après  avoir  expliqué  la  génération 
desfra($ions  continues^  nous  allons  en  mon- 
trerles  ufages  &  les  principales  propriétés.  * 

Il  eA  d^abord  évident  que  plus  on  prend 
de  termes  dans  une  fraâion  continue  ;  plus 
OB  doit  approcher  de  la  vraie  valeur  de 
la  quantité  qu^on  a  exprimée  par  cette  frac«- 
tioo  j  de  forte  que  li  on  s^arrète  fucceiS*- 
vement  à  chaque  terme  de  la  fraâion ,  on 
aura  une  luite  de  quantités  qui  feront  né- 
celïairement  convergentes  vers  îa  c^u-hLiuc 
propofée. 

Ainfi  ayant  réduit  la  valeur  de  a  à  la 
firaâion  continue 
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on  aura  les  quantités  ^ 

y»  or. 

ou  bien  ^  en  réduiHinc  ,  ; 

qui  approcheront  de  plus  en  plus  de  la 

valeur  de  a. 

Pour  pouvoir  mieux  juger  de  la  loi  & 
de  la  convergence  de  ces  quantite's,  nous 
remarquerons .  que  par  les  formules  de 

rarciclc  3  oa  a 

d'où  Ton  voie  ù'abord  que«eft  la  première 
valeur  approchée  de.  a  ;  qu^enfuite  fi  on 

prend  la  valeur  exaâe  de  a ,  qui  efi  ^ 

&  qu'on  y  fubfticue  pour  b  ia  valeur  ap-> 
prochée  s ,  on  aura  cette  valeur  plus  ap- 
prcché~j^^-  qu^on  aura  de  même  une 
tcoiCenic  valeur  plus  approchée  de  û  ,  en 
mettaoc  d^abord  pour  h  fa  valeur  exaâe 

— ---^  ce  qui  donne  js= — ^:p7—  ,  &  p^c- 
sunt  enfuite  pour  c  la  valeur  approchée  y  f 


4oa  A:t3>xTT0Hê^ 

par  ce  oioyea.  la  nouvelle  valeur  apprcH 

ch^e  de  a  fera  . 

continuant  le  même  raifonnemcnt  ,  on 
pourra  approcher  davantage ,  en  meccant , 

dans  rcxprcflion  de  a  crouvce  ci-deflui  , 

à  la  place  de  t  fa  valeur  exaâe^^^^^  ce  (^ui 
donnera 

(C^a+Oy  4- *  V «  fi  + 1 

&  prenant  enfuite  pour  d  la  valeur  appro- 
chée t  ;  de  force  qu^on  aura  pour  la  qua*- 

crieme  approximation  la  quantité 

((g  6-f  I  )y4^^^^^-^  a  s  ^  I  . 

£c  aînfi  de  fuite. 

.  De*là  il  eft  facile  de  voir  que  iï  par  le 
moyen  des  nombres»^  ,  6c#,  oû 

forme  les  expreffioos  fuivantes  : 

^c.  on 


r 
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*^  n  I  T  I  \}  N  Sé  4af 
i>tt  iurt  cette  fuite  dm  fn&xom  conver- 
gences vers  la  quantité  a  , 

1  Ç:  P  ^  ^  c 

Si  la  (Juantitë  à  eft  rationnelle  ,  &  re* 
préfentée  par  une  fraction  quelconque 

il  cft  cvîJcnc  que  cette  fraftion  fc*a  tou- 
jours la  dernière  dant  la  fôrie  précédente  j 
puîfque  dans  cç  cas  la  fradion  continue 
ftra  terminée  ^  &  que  la  dernière  fraftion 
de  la  férié  ci-de/rus  doit  toujours  équiva- 
loir à  toute  la  fra«aion  continue* 

Mais  fi  la  quantité  a  ett  irrationnelle  ôu 
tranfcendante  ,  alors  la  fraftion  continue 
allant  néceflairement  à  Tinfini  , on  pourra 
auffi  pouffer  à  Pinfinî  la  féric  des  fraflions 
convergentes, 

ir.  Examinons  maintenant  la  nature  de 
ces  fradions  ;  &c  dVbord  il  cft  vifible  x\vt6 
les  nombres  ,  B  ,  C,  &c. ,  doivent  aller 
en  augmentant,  auffi-bienqneles  nombres 
•^\B',  C\  S'c;  car,  fi  ks  nombres 
*i  *i    i^c.,  font  tous  pofitifs^  les  itombrei 

Tome  IL  Ce 


A,B,  C,&€.,A\B\  C,  firc, feront 
auili  cous  policifs^  &,  Von  aura  évidem* 
inentiî>^,  C>B,D>C,  &c.,  & 
JB'±=ou  >  ^\C>  B\     >  C\  &c. 

Si  les  nombres  «  >  ^  &c, ,  foAC  tous 
ou  en  parcic  négatifs, alors  parmi  les  nom- 
bres ^  ,B,C,&c.,ic  A',B\C,i\  Y 
en  aura  de  poiin^s  &c  de  négatifs  ;  mais 
dans  ce  cas  on  cuniid^rera  que  Ton  a  en 
géiicral  par  les  formaks  précédentes 

d'où  Ton  voie  J'abord  cjuc  fi  les  nombres 
ê,  y,  &c, ,  font  différents  de  Tunité;  quels 
que  foieiiC  d'ailleurs  icurs  figncs  ,  on  aura 
néceflairement   en  faifant  abftraâion  des 

Agnes ,  \  plus  grand  que  l'unité  ;  dooc  ^ 

moindre  que  Tunité ,  par  cunféquent  ^ 
plus  grand  que  Tuniré ,  ainfi  de  luire; 
donc  B  plus  grand  que       C  plus  grand 

Il  nV  auradVxceptionquelorfque  parmi 

nouili  LS  a,  u C, ,  il  î>\n  trouvera 

ti'égauic  a  Tunicé  >  ruppolons  ^  par  exemple  , 


■ 


\ 
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que  le  nombre  y  foit  lé  premier  (}ui  foie 

^gâl  à  +  I  ;  on  aura  d'abord  B  plus  grand 
que  A ,  mais  C  fera  moiridl*e  qué  B ,  s'il 
arrive  que  la  fraâion  ^  loic  de  ligne  difl'é- 
reot  die  y;  ce  qui  eft  clair  par  rdquatioQ 
j=:r^ii  parce  que  dans  ce  cas  y  ^ 
fera  un  nombre  moindre  que  Punicé  ;  or  ^ 
je  dis  qu'alors  on  aura  néceflairenicoc  D 
plus  grand  que  B  ;  car  puifquc  r=3:+  i  , 
on  aura ,  (art.  10)  ,  csGz+i-j^  ,  de 
s=+i  ;  or  ,  comme  c  Se  J  font  des  quao- 
tités  plus  grandes  que  Tunicc^  (arc«  3),  il  eii 
clair  que  cette  équation  ne  pourra  fubfiïler , 
à  moins  que  c  &l  d  ne  foicnc  de  même 
ligiic;  donc,  puifque  r  &cP  font  les  valeurs 
entières  approchées  de  c  &:  ^  ^  ces  nom^ 
bres  y  &:  ^  devront  être  auf5  de  même 
figue  mais  la  t'radion  =s^  doit  étr« 
de  même  fignc  que  7,  à  caufc  que  y  cfk 
un  nombre  entier ,  &  |  une  fraâion  moîo* 
dre  que  rniiicJ  ;  Jonc  j  &  feiguc  des 
quantités  de  même  figne  ;  par  conféquenc 
y  fera  une  quantité  ppficive*  Or ,  on  a  Ç 

C  c  & 


« 
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s^-f-f*;  donc  nràlnpiiaDC  par|,  on  aura 

|s=iy-|-i  ;  donc  ^  étant  une  quantité  po- 
firîvc îl  cft  clair  que  f  fera  plus  grande 
,  que  Tunité  ;  donc  D  pius  grand  que  B. 

Dc-là  on  voîf  que  s*il  arrive  que  dans 
la  ££rie  A  ,  B  &c.,  il  fe  trouve  un 
terme  qui  foie  moindre  qv.c  le  préccucnc, 
le  terme  fuivant  fera  néccllaireinent  plus 
grand  ;  de  force  qu'en  m^tt^nt  à  part  ces 
termes  plus  petits ,  la  férié  ne  laifTera 
pas  d'aller  en  augmentant. 

Aurefte^on  pourra  toujours  éviter  fi 
Ton  veut  cet  incouvduient ,  ioic  en  pre- 
nant les  nombres  &r.  ^  tous  pofi- 
tîfs  y  foit  en  les  prenant  tous  diixdrents  de 
Tuntté ,  ce  qui  cft  toujours  poffible. 

On  fera  les  mêmes  raiioanements  par 
rapport  à  la  féric      ^  ,  &c. ,  dans 

laquelle  on  a  pareillement 

d'où  l'on  déduira  des  conciufioiis  femUa* 

bles  aux  précédentes. 
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21- Maiocenanc^  iioainukiplie  en  croix 

les  tcraiLi  des  iraaioii^  volfîaes  duiis  la 

férié  JL  *  ~*&c..  on  trouvtia  B  A' 
—  A  B'  —  i  ,CB'  —  BC  -AB'  —  B  A\ 

Da—  CD'  =  i^c*—  CB\  d'où  je 
conclus  qu'on  aura  en  général 

BA'  —  jI»^x 

—  I*  i;' =  — I ,  fir. 

Cette  propriété  ciî  très-remarquable ,  & 

donne  lieu  à  piufie;:;'kS  conféquences  im- 
portantes. 

A 

D'abord  on  voit  que  les  fradions^, 
S  C 

jg£9^$  ^^•i  doivent  être  déjà  réduites  à 

leart  moindres  termes  ;  car  fi ,  par  exem- 
ple, C  &c  C  avoient  un  commun  divilcur 
autre  que  iVnité  ^  le  nombre  entier  CB^ 
— ^  C  lieroic  auiTi  diviiiblç  par  ce  même 
divifonr ,  ce  qui  ne  fe  peut  à  caufe  de 

Ce  3 


i^oS      A  D  V  I  T  j  o  tr  s. 
Ëofuîte  y  fi  on  mer  les  équations  prëc^ 

dcnccs  lous  cccce  forme 

C      B  I 


 _i_ 

X)«    C — an' 

il  eft  aife  de  voir  que  les  dlffeicnces  encre 
les  firaâions  voifines  de  la  ferie  ~  -rji 
C 

&c.  vont  contiDuellemenc  en  dimifluam^ 

V 

de  forte  que  cette  férié  eft  nécefTairement 

convergente. 

^  Or ,  je  dis  que  la  différence  entre  deux 
fraâions  coniécutives  ell  auffi  petite  qu'il 
eft  poiBble  ,  en  forte  qu^entre  ces  mêmes 
fra&ionsil  ne  fauroic  tomber  aucune  autre 
fraftion  quelconque,  à  moins  qu*ellen^t 
un  dénominateur  plus  grand  que  ceux  d& 
çç$  fraSions-Ià» 
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Car ,  prenons  ,  par  exemple ,  les  deux 
C  D 

fraâions  ^  ^'Jyf  diifôrence  cft 

^r-yyj  &  fuppofous^s'il  eftpoffible,qu1I 

exifte  une  autre  fraftîon  " ,  donc  la  valeur 

tombe  encre  celles  de  ces  deux  fraâioos  ^  ' 
&  dans  laquelle  le  dénominateur  n  foie 
moindre  que  C*  ou  que  D'  ;  donc  puifque  ^ 

C  D 

doit  fe  trouver  entre        jyp  £iudra 

772  C 

que  la  différence  emre  ^  &  ^  1 

^  ^1 —  ou  j^-çT — i  ^oit  plus  petuc 

I        j  D  ,  C 

que  ^Tj-^^^dincfcace  encre  oc  ^  ;  mais 
il  eû  clair  que  celle-là  ne  fauroic  être 
moindre  que  — ^  ;  donc  fi  «  <  13*  elle  - 

(ëra  néceSsâremçat  plus  grande  que 


/7Î 

de  même  la  difTérence  encre  —  &:  ne 

poùTUt  être  plus  pecîte  que  — ,  fera 

C  c  4 


4o8  Aii^TTjoj^s 

nécefTairemeoc  plus  grande  que  -^jji  p  fi 

n  <  au  lieu  qu^elle  devroît  en  être  plus 
pecicct 

.  13.  Voyons  préfentement  de  combien 

A  B 

chaque  fradion  de  la  féric— ,  ^ ,  ô'c, ,  ap- 
prochera de  la  valeur  de  la  quantité  a.  Four 
cela  on  remarquera  que  les  formules  tvoVh 
v^es  dans  Tare,  i  o  donnent 


^  ainfi  de  fuite* 
Donc  fi  on  veut  favoir  de  combien  la 

C 

fraûion  gj ,  par  exemple,  approche  de  la 
quantltd ,  on  cherchera  la  JiffJrence  entra 

C 

^  &    i  en  preoaoc  pour  a  U  qu^nw^ 
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C  dA-B  C      C  d+B 

C    E  C—C  B'  t_  , 

caufe  de  B  C*— C5'==i  ,  (  art.  ii  )  ;  or, 

comme  00  fuppofe  que  i^£oit  la  valeur  ap- 
prochée* de  d,  enfortequeJa  différence 
encre  dôci^  fbic  moindre  que  Tuoicé  j  (  arc« 
3  )  ,  il  cft  clair  que  la  valeur  de  d  fera  ren- 
fermée encre  les  deux  nombres  tÔL^  ^h  i , 
(  le  Hgne  (iipérieur  étant  pour  le  cas  où  la 
valeur  approchée  ^  eit  moindre  que  la  vé- 
ritable d,  6c  le  fîgne  inférieur  pour  le  cas 
où  i  eft  plus  grand  que  d)f&c  que  par  con- 
féquciic  la  valeur  de  C  d-j-E' ,  fera  audi 

renfermée  cti^e  ces  deux-ci.  C  ^-f  -  & 

CCl'+n  +  B'c^ca-à-duc  entre  D'  &: 

C  . 

ly  +  C;  donc  la  difFérence  a  —  7-7  fci a 
renfermée  entre  ces  deux  limites 


^CpyTTT)  '       ^'^^  pourra  juger  de  la 

quantité  de  Tapproxiitiation  4e  la  fraâioo 
C 


^lO  AvDITJONSm 

r^.  En  général  on  aura 
A  ,  I 


a—  — 


_  ^____5__ll 

,  &c  ainG  de  fuite. 

Or,  fi  on  fuppofe  que  les  valeurs  appro- 
chées «i,  y,  6fc.,  foicriC  toujours  prifes 
moindres  que  les  véritables  ,  ces  nombres 
Icront  touspoiuits,auIIi-bien  que  les  quan- 
tités &  ,c,d,  &c.  (  art.  3  )  ;  donc  les  nom- 
bres A\B\C  ^  &c»^  feront  auiB  tous  po- 
fitifs  i  d^où  il  s^cofuîc  que  les  différences 

A  B 

entre  la  quantité  a  Se  les  frayions  ^ ,  -hi  ^ 

C  .  .  ' 

^^fi'c, feront  alcernativementpoficivesôc 

négatives  ;  c^eft-à-dire  que  ces  fractions 
feront  alcernativement  plus  petites  &  plus 
grandes  que  la  quantité  a. 


Ai>j>iTioifs.   '  4x1 
De  plus  ;  comme  é>«,c>y,c?>^, 
&r.(Aj/;.)onaura  i>  B\B'  c-f^'>  JSV 

>  C ,   j + 5'  >  C  ^  4-   >  z); , 

6c.,  &  comme 6<         c<  y-}-i,  i/< 
+  I ,  on  aura  A<F4-i ,  B*c  +  -^*<B* 

(  ^  +  0  "h    <  X)'-f-  c ,  S'c. ,  de  forte  que 

les  erreurs  qu'on  commcttroit  en  prenant 

ji     S     C  ' 
les  fractions  — , ,     1     j  ^^-^  pour  la  va- 
leur de  a  y  feroicnt  refpcdivement  moinr 
dres  que -^—^^^jgi^,        mais  plus 
grandes  que  -jy^—jj^ , 

,  &c. ,  à'oii  Von  voit  combien 

ces  erreurs  font  petites ,  &  combien  elles 
vont  en  diminuant  d^une  fraâion  à  l'autre. 
Mais  il  y  a  plus  :  puifque  les  fradious 

,  ^  ,      &c.,  font  akernativemenc  plus 

petites  &  plus  grandes  que  la  quantité  a  » 
il  çjft  clair  que  la  valeur, de  cette  quantité 


^1%  .  j4dj>itjons. 

fe  trouvera  toujours  cotre  deux  fraâions 
coofécutives  quelconques  ;  or  ,  nous  avons 
vu  ci-deiTus^  (art.  1 2) ,  qu'il  cil  ioipoffible 
qu^encre  deux  telles  fraâions  puifTe  fe 
trouver  une  autre  fraâion  quelconque  qui 
ait  un  dénominateur  moindre  que  Tun  de 
ceux  de  ces  deux  fraâions  ;  d^où  Ton  peut 
conclure  que  chacune  dts  fractions  dont  il 
s'agit  j  exprime  la  quantité  a  plus  exadte* 
ment,  que  ne  poun  oïc  faire  toute  autre  frac- 
tion quelconque  ^  dont  le  dénominateur 
feroic  plus  petit  que  celui  de  la  fraâion 

C 

fuivantë  ;  c'ell*^-dire  que  la  fraâion  -rr, 

par  exemple ,  exprimera  là  valeûr  de  a 
plusexaâemcnt  que  toute  autre  fraâion  ^, 
dans  laquelle  n  feroit  moindre  <jue  Z>. 

I  ; .  Si  les  valeurs  approchées  « ,  0  ^  y , 
font  coûtes  ou  en  partie  plus  grandes 
que  les  véritables  ^  alors  parmi  ces  nom- 
bres il  y  en  aura  néceilairement  de  négatif» 
(art.  3  )^  ce  qui  rendra  aulk  négatiis  quel- 
ques-uns des  termes  des  fériés  A,B  ^  C , 
&€.,^^B^f  O9  &c.,  par  coflféqaeot  ks 
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diiFijrences  entre  les  frââioos  5^»^> 

&c*,  ôc  ia  quantité  a,  ne  feronc  plus  aicer^ 

nativement  poficives  5c  ncg^tivcs, comme 
dans  le  cas  de  l^arcicle  précédent;  de  forte 
que  ces  fractions  n'auront  plus  Tavancage 
de  donner  toujours  des  limites  en  plus  & 
en  moins  de  la  quantité  a  ,  avantage  qui 
me  parolt  d'une  très- grande  importance, 
fie  qui  doit  par  confcquenc  faire  préférer 
coujoursdansla  pratique  lesfraâionscontî* 
niics  oii  les  dénominateurs  feront  touspofi- 
tî^.  Ainfî  nous  ne  confidérerons  plus  dans 
la  iaue  que  des  i:r«âions  de  cette  cipece. 

Confidérons  donc  la  féric  ^  *  » 
C  D 

—  j      &c. ,  dans  laquelle  les  friiâions  font 

.  alcernativemcni  pluspetircs  5:  p!i:s  grandes 
que  la  quantité  a ,  ^  u  çli  clair  qu'on 
pourra  partager  ccrtc  féric  ea  ces  deux-ci  : 

j4  c  E 
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la  première  fera  compofée  de  fraftîontf 

coûtes  plus  peckes  que  a,  ôc  qui  iront 
en  augmentant  vers  la  quantité  a  ;  la 
féconde  fera  corapofee  de  fractions  toutes 
plus  grandes  que  a  ,  mais  qui  iront  eu 
diminuant  vers  cette  même  quantité  Exa- 
minons maintenant  chacune  de  ces  deux 
fériés  eu  particulier  :  dans  la  première  on 
aura  ^  (art»  10  &  12  )^ 

C  _^  y_ 

£_C_  . 

&  dans  la  féconde  on  aura 

 i_ 

D     F  t 


c 


Si  les  nombres  r,^,  i,&c.,  étoienc 
tous  égaux  à  Punité ,  on  pourrait  prouver , 
comme  dans  l'art.  1%  ,  qu^encre  deux  frac« 
tions  confécutives  quelconques  de  l'une  ou 
de  l'autre  des  fériés  précédentes,  ii  ne  pour- 
roit  jamais  fe  trouver  aucune  autre  fi^âiion 
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dont  le  dcfaominatenr  feroic  moindre  que 
ceux  de  ces  deux  fraâions  ;  mais  il  nVn 
fera  pas  de  même  ^  loriquc  les  nombres 
y  9  ^9  •  f  y  feront  différents  de  Punitrf  ; 
car  dans  ce  cas  on  pourra  uilcrer  encre  les 
fraâions  dont  il  s'agit  autant  de  fraftions 
intermédiaires  qu'il  y  aura  d'unicés  dans 
les  nombres  y — i  ,  — I  ,  • — i  ,  &c. ,  &c 
pour  cela  il  n'y  aura  qu'à  metcreiuccelîi  ve« 
mcnc  dans  les  valeurs  de  C  &C',  (art,  10), 
les  nombres  1,2^  3  9  &c. ,  9^  à  ia  place 
de  y;  &c  de  même  dans  les  valeurs  de  D  6l 
D\  les  nombres  i  ,x  &c.  »  ^  à  la  place 
dè  P ,  &c  SLÏnli  de  fuite. 

ly.SuppofonSjpar  exemple,  que  r  foîc 
;=4  ,  on  aura  Csssl^B-^j^  &c  C'=4B' 

ôc  on  pourra  inlcrer  ciurc  Ils  hac- 

tions  — ,  <Sc  —  trois  fraûions  intermédiai-- 
res  ,  qui  iwi  onc  "y    ,  ^ , ,  ^. , 

11  eft  clair  que  les  ddnominateurs  de 
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ces  fraâions  forment  une  faite  croiflàttfé 

arkhmdciquemeoc  depuis  A  jufqu'à  C  ;Sc 
nous  allons  voir  que  les  fraâions  elles* 
mêmes  croiilcnc  ^ul&  concinuellemenc  de- 

A  C 

puis     jufqu^à  ^ ,  en  force  qu'il  feroit 

niainrenani  impoffibk  d'infercr  dans  la  ferle 

^ .  aucune  fradion  donc  la  valeur  combàc 

C** 

entre  celles  Je  deux  fra^lions  confccuti  ves , 
&  donc  le  dénominateur  (c  crouvàc  auffi 
uni  e  ccijx  des  mêmes  fiaclions.  Car  li  on 
prend  les  différences  entre  les  fraâions 
prccddentes  ,  on  aura  ,  à  caufc  de  B  A* 

B  +  A    I 

7,B  +  A  ^HM  _  I 

^B~^~  B'^A~i^b''i'A'){2.b'-fjt) 
^B+A      iB-\'A  r 

C_3^+^_  T  

d'où  Puû  voit  d'abui  J     '  ,  ^-^s  fradions 

A' 
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^''l^^Â'  '  »  augmentant 
puifque  leurs  différences  font  toutes  pofi- 
tives  ;enfuite, comme  ces  différences  futit 
égales  à  l'unité  diviiée  par  le  produit  des 
deux  dénominaccurs,  on  pourra  prouver, 
par  un  raifonnelnent  àiialogue  ï  celui  que 
nous  avons  h\t  dans  Part,  il ,  qu-il  e(l  im- 
poilible  qu^entre  deu^  fraâiotis  confécU" 
tivcsdc  lafériepréeddcntCjil  puifTc tomber 
une  fraâion  quelconque  ^ ,  fi  le  dénomi- 
nateur n  combe  entre  les  dénominateurs  de 
ces  fraâions  y  ou  en  général  s'il  efi  plus 
petit  que  le  plus  grand  des  deux  dénomi- 
nateurs. 

De  plus,  comme  Icsiraâions  donc  nous 
parlons  font  toutes  plus  grandes  que  U 

vraie  valeur  de    ,  &  que  la  fraâion 

en  cft  plus  petite,  il  eft  évident  que  cha- 
cune de  ces  fraâions  approchera  de  la 
quamicc  a  ,  en  forte  que  la  différence  eu 
fera  plus  petite  que  celle  de  la  même  frac 

cion  &:  de  la  fraâion    ;  or  ^  on  trouve 

'     Tame  II.  D  d 
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A_    B  i_ 


A'" B'— {  h'-i-  A')  B' 


C  B  T 
^  C'S'* 
Donc,  puifque  ces  différences  font  auffi 
égales  à  Punitif  divifeo  par  le  produit  des 
dénonainatears ,  oo  y  pourra  appliquer  la 
même  raifonacaiviu  de  l'article  12,  pour 
prouver  qu'aucune  fraSioD  ^  ne  fauroïc 
tomber  entre  une  quelconque  dts  fractions 

é.l±All±A  ^c.aclafrac- 

B 

tion  Si,  fi  le  dénominateur  n  eft  plus  petit 

que  celui  de  la  même  fradioa;  d*oà  il  fuie 

que  chacune  de  ces  fradions  approche  plus 
de  la  quantité  a  que  ne  pourroit  faire  toute, 
autre  fradion  plus  petite  que  a,  &  cjui  auroïc  • 
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un  (îénomiaaceur  plus  pecic  ^  c'eû-à-dire  , 
qui  feroit  conçue  en  termes  plus  (impies. 

18.  Nous  n'avons  cooiidéré  dansTarucle 
précédent  que  les  fraftioos  intermédiaires 
A  C 

entre  ^  ^  ^  i         ^^^^      même  des 

r     '        •  •  CE 

xraâions  intermédiaires  encre  —  &  -=ri. 

entré  -ri  ^  7^»  1       fît  j  «,  S'^". ,  font  des 

norhbres  plus  grands  que  Punîté, 

On  peut  auili  appliquer  à  Taucfe  férié/ 
B  D  F  c 

^"iF^P  *       ^^"^  venong 

de  dire ,  relativciiicîU  à  la  première  férfe 

de  forte  que  fi  les  nombres 
i',  C  9      j  font  plus  grands  que  l'unité^  on . 
pourra  inférer  entre  les  fraâions^p.  Se 

entre  T>r  &     »      #  dilFérentes  fraâioiii 

intermédiaires  toutes  plus  grandes  que 
mais  qui  iront  concinucllemenc  en  dimi- 
nuant ,  &  qui  feront  telles  qu^elted  expri*« 

Dd  % 
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meroDt  la  quantité  a  plus  exaâement  que 

ac  pourroit  faire  aucune  autre  fraftionpius 
grande  que  ,  &  qui  feroit  conçue  en  ter- 
mes plus  iimple$« 

De  plus  »  fi  n  eft  aulB  un  nombre  plus 
grand  que  Tunicd  ,  on  pourra  pareillement 

ûlacer  avant  la  fraâion  -  les  frayions 
*  U 

jj-^t  g^+i  3       I   Sfc. ,  jufqu'à 

f:^  "^    ,  favoir    ,^  ôcccs  frayions  auront 

lesmêmes  propriétés  que  lesautres  fraâions 
intermédiaires. 

De  cette  manière  on  aura  donc  ces  deux 
fuites  complettcs  de  baSdoas  convergeâtes 
▼ers  la  quantité  a. 

bradions  croijjantts  Si  plus  petites  que  a. 

rB  +A    C_  D+C  ^D+C 
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Frayions  décroijfantes  &  plu  s  grande  s  que  a. 
%A-\-i  3^;-f-i 

t^il   1    ^+'^     gC-fg  c. 

Si  la  quantité  aeft  irratioaaeUc  ou  traof- 

tcnuar.te,lcs  deux  Iciies  précédentes  iront 

à  l'iniim,  puilque  la  férié  des  fraâions— 

^       que  nous  nommeroas  dans  la 

fuite  fraâionspri/ic//'a/^5j  pour  les  diftin*- 

guer  des  fraclions  încermtdiûireSfYSLà.^c\\c^ 

même  à  Tiofini  (  arc.  lo.  ) 

Mais  ii  la  quantité  a  cft  rationnelle  &c 

y 

égale  à  une  fraâion  quelconque  ^'t^nous. 

avons  vu  dans  l^article  cité ,  que  la  férié 
donc  il  s^agit  fera  terminée  ,  &  que  la  der- 
mere  firaâioo  de  cette  férié  fera  la  fraâion 

même      ^  donc  cette  fraâion  terminera 


aulli  n^JcelTairemcnt  une  des  deux  fcrics 
ci-deiTus,  mais  l^autre  férié  pourra  toujours 
allçr  à  Tinfini. 

En  effec,  fuppofons  que  ^foic  le  dernier 
d(^aominaceur  de  la  fraâion  coocinue  ^  alors 

fera  la  dernière  des  fraâions  princi^ 

pales ,  Se  la  fërîe  des  fraftions  plus  grandes 
que  a  fera  terminée  par  cette  même  frac« 

don  ~i  ;  or  ^Pautre  férié  des  fraâions  plus 

petites  que  a  ^      trouvera  naturellement 

*C  D 
arrêtée  à  la  fraction  ^  ^  qui  précède  -g;  . 

mais ,  pour  la  continuer ,  il  n^  a  qu^à  con» 
fidérerquele  dénominateur  t,  qui  devroic 
(uivre  le  dernier  dénominateur  l^ferassoo  ^ 

(  art,  3  );  de  forte  que  la  fraftion  -i  ^  qui 

D 

fuîvrpit  ^  dans  la  fuite  des  fraâioqs /ir/iic 

fipaUs,  feroit  — ^X„„  .  or,  par  la 
IqÎ  des  fraélions 


^u'à  caufe  de  «»qo  ,  on  pourra  inférer 

C  E 

entre  les  fraftionsT-^  &  —,  une  infinité  de 

c  Ht 

fraâîons  intermédiaires ,  qui  feront 
£)-fC     ^D±C  jD+C 

Ainfi  dans  ce  casr  on  pourra  ,  après  la 
fraftion  ^r;  dans  la  première  fuite  de  frac- 

tions ,  placer  encore  les  fraclions  intermé- 
diaires dont  nous  parlons^  &  les  continuer 
à  Tinfini. 

ProblAkh. 

« 

19.  Une  fradion  exprimée  par  un  grand 
nombre  de  cluJJVes  étant  donnée,  trouver 
toutes  les  fradions  en  moindres  ter  nus  qui 
approchent  fi  près  de  la  vérité ,  qu'il  foit 
impojpiblt  d'en  approcher  davantage  fans 
en  employer  de  plus^  grandes. 

Ce  problème  fe  réfoudra  Êicilement  par 
la  théorie  que  nous  venons  d'expliquer. 

On  coounencera  par  lédirire  la  iraâion 
propoiée  en  fraûion  continue  par  la  mé- 
thode de  Parc.  4  ,  en  ayantibin  de  prendre 

D  d  4. 
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toutes  les  valeurs  approchées  plus  petites 

que  les  véritables ,  pour  que  les  nombres 
s,  y.  s^,  &c,,foicnt  tous  pofitîfe;  enfuîte^ 
à  l^aide  des  nombres  trouvés  •  a  »  y ,  &c.  ^ 

on  formera,  d'après  les  formules  de  Part, 

10  ,  les  fraûions^  >~  ,  %i  %  ^c. ,  donc 
la  demieré  fera  néceflairement  la  même  que 

» 

la  fradlion  propose,  parce  que  dans  ce  cas 
la  fraâton  continue  eft  terminée.  Ces  frac- 
tions fcrotit  alternacivemcnt  plus  petites  & 
plus  grandes  que  la  iraâion  donnée ,  & 
feront  fucceflîvement  conçues  eu  termes 
plus  grands  ;  &  de  plus  elles  feront  telles 
que  chacune  de  ces  fra<^ions  approchera 
plus  de  la  fraâion  donnée ,  que  ne  pourroit 
faire  toute  autre  fraûion  quelconque  qui 
feroitconçueen  termes  moins  fimples.  A  infi 
on  aura  par  ce  moyen  toutçs  les  fraâioos 
conçues  en  moindres  termes  que  la-  propo- 
fée  9  qui  pourront  latisfairc  au  problême. 

Que  fi  on  veut  confidérer  en  particulier 
les  iraâions  plus  petites  âc.lcs  fraâîons  plus 
graïadcb  t^ue  la  propoféeji  oainfe'rcra  cntrç 
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ks  fraftions  précédentes  aucanc  de  fractions 
intermédiaires  que  Ton  pourra ,  &  on  en 
formera  deux  fuites  de  fradions  conver- 
gences ,  les^  unes  toutes  plus  petites  &  les 
autres  couces  plus  grandes  que  la  fraâion 
donnée ,  (  art.  16 ,  17  &  18  )  ;  chacune  de 
ces  fuites  aura  en  particulier  les  mêmes 
propriétés  que  la  fuite  des  fra&ions  princi* 

pales--,  ^ ,  -^,£'c.,  car  les  fraâîons  dans 

chaque  fuite  feront  fucccflîvcmcnt  conçues 
en.  plus  grands  termes ,  6c  chacune  d*elles 
approchera  plus  de  la  fraction  propofée, 
que  ne  pourroit  faire  aucune  autre  fraâion 
qui  fcroxc  pareillement  plus  petite  ou  plus 
grande  que  la  propofée  ,  mais  qui  feroit 
conçue  ea  termes  plus  fimples. 

Au  refte ,  il  peut  arriver  qu'une  des  frsiC' 
iioïïs  intermédiaires  d'une  férié  n^approche 
pas  fi  près  de  la  fraftion  donnée ,  qu'une 
des  f radions  de  l'autre  férié ^  quoique  con« 
eue  en  termes  moins  Cmplcs  que  celles-ci; 
c\iï  pourquoi  il  ne  convient  d^employer 
li-s  iraclipns  //zr^méi/^Wrci  que  lorfqu'oa 
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veut  que  les  fraSions  chercl.ccs  foîenc 

coures  plus  petites  ou  toutes  plus  grandes 

que  la  fraciion  duriuéc. 

E  X  B  M'P  £  B    L  . 

lo.  Suivant  la  Caille  ,  Tannée  folaire 
cft  de  3(35^  5^  48'  49",. &  par  confé- 
quent  plus  longue  de  5  ^  48'  49  que  Tannde 
commune  de  365'  ;  it  cette  différence  étoic 
exactement  de  6  heures,  clb  doaucroit  un 
jour  au  bouc  de  quatre  années  communes; 
mais  ii  on  veut  favoir  au  juilc  au  bout  de 
combien  d^années  communes  cette  diffé- 
rence peut  produire  un  certain  nombre  de 
jours ,  il  faut  chercher  le  rapport  qu^il  y  a 
entre  âc  ^  48'  49"  ^  &  on  trouve  ce 
rapport  =^  ;  de  force  qu'on  peuL  dire 
qu^au  bouc  de  86400  années  communes  « 
il  faudroit  intercaler  20919  jours  pour  les 
réduire  à  des  années  tropiques. 

Comme  le  rapport  de  86400  à  109x9 
eft  exprimé  en  termes  fort  grands  y  on  pro*- 
pofe  de  crouver  en  des  termes  plus  petits 
des  rapports  auiîi  ap|irochét  de  cçloi-cî 
qu'il  cit  poi&bie* 
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On  rëiîuira  donc  la  fraftîôn  en  frac- 
tion continue  par  la  règle  donnée  dans 
Tare.  4,  qui  eil  la  même  que  celle  qui  fcrc  à 
trouver  te  plus  grand  commun  divîfeur  de 
deux  nombres  donnés  :  on  aura 


ao9a9 


86400 
83716 


a684 


10919 
|t878g 


ai4i 


7=» 

a684 
1141 


543 


J1619 


5  la 


31 


5Ï1 

49^ 
16 


31 

16 


[il 

I 

151 

Cooooiflaoc  ainli  tous  les  quotiens  « ,  b, 
y  ,  &c. ,  on  en  formera  aifémcnc  la  férié 
u4  B 

—  ,  — ,  â^.,  de  la^maoiere  fuivante  : 


3,   1 ,  16,  I 


4.  7s  I 


9 


15 

86409 
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où  Ton  voit  que  la  dernière  fraéiion  eft  la 

même  que  la  propoféc. 

Four  faciliter  la  formation  de  ces  frac* 
dons  y  on  écrira  d^abord  ^  comme  je  viens 
de  le  faire ,  la  fuite  des  quotiens  4 ,  7  ,  r  , 
&Cm,6c  on  placera.  au^-delTous  de  ces  coeiE- 
ciens  les  fradions  9  r  }  j  i'i?  <Sïr.,  qui  ea 
réfultent. 

La  première  fraciionauia  toujours  pour 
numérateur  le  nombre  qui  eft  au-delTus^ 
&c  pour  dénomiaaccur  Tunicé, 

La  féconde  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y  cil  au-deflus  par 
le  numérateur  delà  première ,  plusTunité, 
Ôc  pour  dc  nominateur  le  nombre  même  qui 
eft  au-deifus. 

La  troilieme  aura  pour  numérateur  le 
produit  du  nombre  qui  y  eft  au-delTus  par 
le  numérateur  de  la  féconde  ^  plus  celui  de 
la  première  ;  de  de  même  pour  dénomina- 
teur le  produit  du  nombre  qui  eft  au- 
delTus  par  le  dénominateur  de  la  féconde, 
plus  celui  de  la  première. 

£t  en  général  chaque  fraâion  aura  pour 
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numérateur  le  produit  du  nombre  quiy  eft 

au-deiTus  par  le  numérateur  de  la  firaâioa 
♦précrfdcntè  ,  plus  celui  de  ITavant-précé- 
dcncc;  &  pour  dcaominateur  le  produit  du 
même  nombre  par  le  dénominateur  de  la 
fraâion  précédente  j  plus  celui  de  TavanC' 
précédente. 

Ainfi  ,19=74+1 ,  7=7 ,  33=sîi.a5f 
+4,8=1.7+1,  113=3.33^^19,  31 
2^3.8+7  ,  &  aiofi  de  fuite  ;  ce  qui  s'ac- 
Lorde  avec  les  formules  de  Parc.  ro. 

Maintenant  on  voit  par  les  fraâions  ^ , 
Ti  V  ,que  rintercalacion  la  plus  fimple 
eft  celle  d'un  jour  dans  quatre  années  com- 
munes ,  ce  qui  eft  le  fondement  du  calen- 
drier Julien  ;  maïs  qu^on  approcheroit  plus 
de  Tcxaftitudc  en  n'intercalant  que  fcpc 
jours  dans  Tefpace  de  vingt-neuf  années 
communes,  ou  huit  dans  l'efpacedecrcnce-^ 
trois  ans ,  &  ain(i  de  fuite. 

On  voit  de  plus  que  comme  les  fradions 
f ,  f  ,  ^  font  alternativement  plus  petites 
&  plus  grandes  que  la  fraction  ^  ou 
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t.  f^f      •  rincercalation  d'un  jour  fuf 

quatreansfera  trop  forte,  cellc.de  fept  jours 
fur  vingr*neuf  ans  trop  foible^  celle  de  huit 
-jours fur creQCe*crois  ans  croptbrcej&  ainiî 
de  fuite;  maïs  chacune  de  ces  înrercalatîons 
fera  toujours  la  plus  exadc  qu^il  c(k  poi- 
fiblc  dans  le  même  cfpace  de  temps. 

Or  9  fi  on  range  .dans  deux  fériés  par-* 
tîculicrcs  les  fraclions  plus  pctkcs  &i  les 
fraâions  plus  grandes  que  la  f  raâion  doiH 
née  ,  on  y  pourra  encore  inférer  différentes 
fraâions  fecondaires  pour  compléter  les 
fériés  ;  6c  pour  cela  on  fuivra  le  même 
procédé  que  ci-defTus ,  mais  en  prenant 
fucceHivemenc  à  la  place  de  chaque  nom- 
bre de  la  férié  fupérieure  tous  les  nombres 
entiers  moindres  que  ce  nombre ,  (lôriqu'il 
y  en  a  ). 

.  Ainfi^  coniidéranc  d'abord  les  iraâions 
croiflàntes 

I*  Il  I. 

J_       31      l6t      £865  8^4^ 
1  ^     «   '   39  '     694  ^   30929  ' 

oki  voit  qu^à  caufe  que  Tunité  ctt  aQ-defliit 
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de  la  féconde ,  de  la  troifiertie  &  de  la 
quacricme ,  on  ne  pourra  placer  aucune 
fraction  intermédiaire ,  ni  encre  la  première 
&  ia  Teconde  ^  ni  encre  la  féconde  &  ia 
truilicaïc  ,  al  entre  la  crouieiUv.  6i  la  qua- 
trième ;  mais  comme  la  dernière  fraâion  ' 
a  au-delTus  d'elle  le  nombre  1 5  ,  on  pourra 
entre  cette  firaâion  &  la  précédente  placer 
quatorze  frayions  intermédiaires,  dont  les 
numérateurs  fo  rmeront  la  progreflion  arich-* 
mécique  ^8^5-^-5569  ,  ^S^^-J^^-ï  j 
a8654-3.5  5^9  ,  ,  &  dont  les  dénomi- 
nateurs formeront  aulli  laprogrcfCon  arhh* 
métîque69f-f-i34.9,  ^94'"1"2..  134.9  ,  6^^ 
+3.1349,  &c\ 

Par  ce  moyen  la  fuite  complète  des 
fraâ:ions  croiflances  fera 


1^ 
8 

i6t 

339*  • 

aîï4r 

90710 

I.JI37 

86;  0 

9 

io^i9  ' 

£c  comme  la  dernière  fraâion  eft  la  même 

que  la  fraciioa  donnifc,il  cil  clair  que  ccice 
férié  oe  peut  pas  être  pouâ^ie  plus  loin. 
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De-làon  voie  queii  oa  ne  vcui  admeure 
que  des  intercalacions  qoi  pèchent  par 
excès  y  les  plus  iîmpics  &  les  plus  exaâes 
feronc  celles  d'un  jour  fiir  quatre  années  , 
ou  de  huit:  jours  fur  crence*!'trois  ans ,  ou 
de  trcntc-neul  fur  ccnc  foixaiite-un  ans^  Ôc 
ainfî  de  fuite. 

Confideroa^  maimcnanc  ksfraâionsdd- 
croiilantes 

7,  3,    i^,  I. 

7   *   31  *    6%\   *   X349  * 

&  d'abord  ^  à  caufe  du  nombre  7  qui  eft 

au-defTus  de  laprcmierefradlon, on  pourra 
en  placer  fix  autres  avan|:  celle-ci ,  donc 
les  numérateurs  formeront  la  progreffion 

arîtlHnétique^4'-{-'i ,  34"i-i>  t 

6l  dont  les  dénominateurs  formeront  la 
progreffion  1,1,3,  »  ttiémc ,  à  caufe 
du  nombre  3  y  on  pourra  placer  entre  la 
première  &  la  féconde  fraâion  deux  frac- 
tions intermédiaires  ;  &  entre  la  féconde  & 
la  troîfieme  on  en  pourra  placer  ,  à 
caufe  du  nombre  16  a  .û  eil  au-deflus  de  la 

troifieme  ; 


troiiieme;  mais  encre  celle-ci  &  la  dernière 
on  nVn  pourra  inférer  aucune^  à  caufe  que 
le  ocMnbre  ,  qui  y  eâ  au-deflus,  ell;  runicé» 
De  plus,  il  faut  remarqucf  que  comme 
la  férié  précédente  n^eft  pas  terminée  par 
la  fradion  donnée ,  on  peuc  encore  la  coq« 
riDneraaffi-loinque  l'on  veut^  comme  nous 
Tavons  faic  voir  dans  Tan.  18.  Aiuii  on  aura 
cette  férié  de  fraâions  croillàntes» 

5      5      îl  'JL     *1     ?1     ^     §i  13* 

3)4)  %  y  6  f  7  y     y  ^3  }  3T  ^ 

Ù89       450      6u      771  lS9i      JLili  M'^ 

70  y  109  y  148  >  187  y  a«5  )   a6$  y  ^04  >  ^ 

1577       1718       iSqg  3 '3*       avVa  2541 

^     4it"  >     4^<3  >     499   ^  >     577  >     6i6^  I 

3704       J09       915*9.       ÎZ?'^^'i      iilZlî  351169 

leCquclles  (ont  toutes  plus  pècices  que  la 

fraction  propufce,  &c  en  approchent  plus 
que  toutes  autres  fra&ions  qui  feroieot 
conçues  en  ccfmcs  moins  (impies. 

On  peut  conclure  de*l4,  que  fi  on  aa 
Vouloic  avoir  égard  qu'aux  interCalations 
qui  pécheroient  par  défaut  ^  lès  plui  fim- 
pies  &  les  plus  cxades  feroienc  Celles  d'uu 

Tome  IL  E  e 
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jour  fur  cinq  ans,  ou  de  Jeux  jours  fur  nen^ 

ûns^  ou  dé  crois  jours  fur  treize  ans,  &c. 

Dans  le  calendrier  grdgorien  on  intercale 
feulement  quatre»vingt<-dix-rept  jours  dans, 
quatre  cents  années  ;  on  voit  par  la  table 
précédente  quVn  approcfaeroit  beaucoup 
plus  de  Texaâicude  j  en  intercalant  cent 
neuf  jours  en  quatre  cent  cinquante  années. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  la  ré- 
formation  grégorienne  on  s'eft  fervi  de  la 
détermination  de  l'année  donnée  par  Co- 
pernic, laquelle  cft  de  3^5*  5*"  49'  ^o^  En 
employant  cet  élément  onauroic^au  lieu 
de  la  fradion  celle-ci  fjj^ ,  ou  bien 
1^  ;  d'où  l'on  trou veroit  ^  par  la  méthode 
précédente  ,  les  (j^uociciis  4- ,  8  ,  5  ,  3  ,  & 
de-ià  ce&  firaâions  principales. 

4         33^      l6£  StO 

\  }     8  >   H*  >  MI  > 

qui  font,  à  Pexception  des  deux  premières, 

allez  ditïérentcs  de  celles  que  nous  avons 
trouvées  ci-<leirus.  Cependant  on  ifie  trouve 
pas  parmi  ces  iraâions  la  iradioo  Ç  adop- 
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ttfe  dans  le  calendrier  grégorien  ;  &  cette 
frââioQ  ne  peut  pas  même  fe  trouver  parmi 
fcs  fraâîons  intermédiaires  qu'on  pourroîc 
inférer  dans  les  deux  f^t  ies  f ,  ^ ,  &  V  » 
ftt;  car  il  eft  daîr  qu'elle  ne  pourroîc  tom- 
ber qu'entre  ces  deux  dernières  fraâions  9 
entre  Icrqucllcs,  à  caufc  du  nombre  3  qui 
eft  au-delTus  de  la  fra<^îou  ,  il  peut  tom* 
Lci  deux  frad^jons  intermédiaires .  oui  fe« 
ronc^-  &  ^;  d'où  Ton  voit  qu^on  auroic  ap* 
prochd  plus  de  TcxacliLude  ,  fi  dans  la  ré- 
formation grégorienne  on  ayoit  prefcric  de 
n  intot  calcr  qui.  quaii  L*vingc-dix  jour^ dans 
Pefpace  de  trois  cents  foixante  &  onze  ans* 
Si  on  réduit  la  Iraclion  à  avoir  pour 
numérateur  le  nombre  86400,  elle.de  vien« 
<lra     Lcc  qui  luppoferoit  Tannée  tropique 

Dans  cccas^PinterpoIation  grégorienne 
feroit  cout-à-fait  exaâe  ;  mais  comme  les 
cbfervations  donnent  l'année  plus  courts 
de  plus  de  lo» ,  il  eft  clair  qu'il  faudra  né** 
ccllairement  ^  au  bou;  d'un  certain  efpac« 

E  é  » 


de  temps  ^  iacrodgire  uae  nouvelle  inter** 
calation. 

Si  on  vouloir  s^cn  tenir  à  la  détermina** 
tion  de  la  Caille ,  comme  le  dénomina- 
teur 97  de  la  fraâion  ^  fc  trouve  entre 
les  dénominateurs  de  la  cinquième  &  de  la 
iixieme  des  fraâions  principales  trouvées 
ci-devant  y  il  s'enfuit  de  ce  que  nous  avons 
démontré^  (  arc.  14  )  ^  que  la  fradion^  ap« 
procheroit  plus  de  la  vérité  que  lafraftion 
au  relie  ,  comme  les  ÂâroQomcs  iooc 
encore  partages  fur  la  véritable  longueur 
de  Tannée  ^  nous  nous  abiUendronsdepro» 
noncer  fur  ce  fujet  ;  auffi  n'avons  nous  eu 
d'autre  objet  dans  les  détails  que  nous  ve** 
nons  de  donner ,  que  de  faciliter  les  moyens 
de  fe  mettre  au  fait  des  frawiions  continues 
&  de  leurs  ufages  ;  dans  cecce  vue  nous 
ajouterons  encore  l'exemple  fuivaot. 

EXEMPIE  II. 

II.  Nous  avons  déjà  donné,  (  art,  8  ), 
la fraftion  continue,  qui  exprime  le  rapport 
de  la  circoniërence  du  cercle  au  diaaiecre^ 
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en  tant  quVlie  réfultc  de  !a  fraclion  de  Lu- 
dolph  ;  ainfi  il  o Y  aura  qu^à  calculer^  de  la  ' 
manière  cnfeigndc  dans  Pexemple  précd- 
denc  9  la  férié  des  fraâions  convergences 
vers  ce  même  rapport^  laquelle  icra 

2-  22Î  'o^99^    104!4<  fle>34» 

,t  1  7  9  1069  'M3>   3310»  9  33ai$  1  éi^ty  $   99)3^  ' 

« 

g33yiq      m^^^      ilZl^i^       1111:11  ^'ii2?17 

a>       I,         I»  *, 

t^<j7C7o5^      a45g<c9i^     411^579^7  io6896(ÇS<ï^ 
1^4^97       7^2)6779  '  1310^297*  9   34026273»  j 

a,         a,  I, 

494^1779     Iip71_5fll4  1488^39-^7 
6îtj)a^43^  J  1963319607  j    473**67652  >   67014172)9  j 

84,  a, 

178^366it5v?i      fi?778j776i»3  V37ii$i9^a7u 
$67663097403  >  «4102768*07^  >  1705^907794^3  * 

ï,  i$»  3» 

^9^8937768937      13975 5 ^^789  4a8ia4599?49^°4 
jiaji7x846x$s8  *  .444«$4^70a«$3  >  J563o8»"S7Ci«7  > 

17066749^10^7741     6riÂ^<^<?s^voj^  ^oi462j7oii''7<,q7t 
^1649x04^x14374  #  19)27991096^4491^   96276877^0^)2334' j 
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Ces  fraâions  feront  donc  alternative- 

ment  plps  petites  &  plus  grandes  que  la 
vraie  ralfon  de  la  circonférence  au  dia« 
mètre ,  c'cft-à-dirc  queia  première  f  fera 
plus  petite  ,  la  féconde  ^  plus  grande  ,  & 
ainii  de  fuite ,  &  chacune  d'elles  appro-" 
cliwia  plus  de  Ici  vtrite  que  ne  pourroic  faire 
toute  autre  fraâion  qui  feroit  exprimée  en 
termes  plus  fimples ,  ou  en  gcndral ,  qui 
auroit  un  dénominateur  moindre  que  le  dé- 
Dominateur  delà  fractieu  îuivance  ;  de  furco 
que  i^on  peut  aiTurer  que  la  fradion  |  ap- 
proche plus  de  la  vdrite  que  ne  peur  faire 
aucune  autre  fraâion  donc  le  dénominateur 
feroit  moindre  que  7;  de  même  la  fradion 
^  approchera  plus  de  la  vériré  que  totice 
autre  fraâion  dont  le  dénominateur  feioic 
moindre  que  106  ^  &  ainfi  des  aucre:>« 
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•  Quant  à  Terreur  de  chaque  fradion,  elle 
fera  toujours  moindre  que  Tunîté  divifée 
par  le  produit  du  dénominateur  de  cette 
fraâ:ion  par  celui  de  ia  fraâicxi  fuivante. 
Ainfi  Terreur  de  la  fraélion  ~  fera  moindre 
quef ,  celle  de  la  fraâion  7  fera  moindre 
que  6c  ainfi  de  fuite.  Mais  en  mcme- 
Ccmps  Terreur  de  chaque  fraâion  fera  plus 
grande  que  Tumtc  diviiec  par  le  produic 
du  dénominateur  de  cette  fraâion^  par  la 
Comme  de  ce  dénominateur  ôc  du  di^nomi- 
tiateur  de  la  fraôion  fuîvante  ;  de  forte  que 
Perreur  de  la  fraâion  |  fera  plus  grande  que 
•f-,  celle  de  la  fraâion  ~  plus  grande  que 
&  ainfi  de  fuite ,  (  art»  14  )• 
Si  on  vouloir  maintenant  féparer  les  frac- 
tions plus  petitesque  le  rapport  de  lacircon* 
férenceau  diamctrc,  d'avec  les  plus  gran-- 
des ,  on  pourroit ,  en  ijifërant  les  fraâions 
intermédiaires  convenables ,  former  deux 
fuites  de  fraâions ,  les  unes  croiiTantes  & 
lesautres  d^roilTantcs  vers  le  vrai  rapport 

E  c  4  . 
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donc  il  s'agic  ^  on  auroic  de  cette  xnaniercr 

t. 

éFraSions  plus  petites  que 


Fraâions  plus  grandes  que 
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Chaque  fraâion  de  la  première  férié 

approche  plus  de  la  vérité  que  nepeut  Élire 
aucune  autre  fraâion  exprimée  en  cermes 
plus  fimples,  <5c  qui  pécheroic  auffi  par  dé- 
&UC  j  &  chaque  fraâion  de  la  féconde  férié 
approche  aulîi  plus  delà  vérité  que  ne  peut 
£iire  aucune  autre  fraâion  exprimée  en 
«ermcs  plus  fimplcs  fie  péchant  par  excès. 

Au  refte  ,  ces  fériés  deviendroieot  fort  ' 
prolixes  ,  fi  on  vouloic  les  poufler  auffi 

loin  que  nous  avons  fait  celle  des  fraâions 
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principales^  donnée  ct-deflus;  Les  bornes 

de  cec  Ouvrage  ne  nous  pcnnetcenc  pas  de 
les  inférer  ici  dans  coûte  leur  étendue  ;  mais 
on  pcuc  les  trouver  au  beioii^  dans  le  cha- 
pitre XI  de  l'Algèbre  de  \(^«ilis^  {Opcrunt 
Mathcmau  vol.  IL) 

ax.  La  première  folucion  de  ce  prnliléme 
a  été  donnée  par  Wallis  dans  un  petit  Traité 
qu'il  a  joint  aux  (Euvres  poUbumes  d^Horr 
rocius ,  &  on  la  retrouve  dans  Pendroic 
.cité  de  ion  Al£;ebre  ;  mais  la  méthode  de 
cec  Auteur  eft  indireâe  &  fort  laborieufe. 
Celle  que  nous  venons  de  donner  eft  due 
à  Huygbens ,  8c  00  doit  la  regarder  comme 
une  des  principaje^décou  vertes  de  ce  grand 
Géomètre.  La  conftruAion  de  fon  auto- 
mate planétaire  paroic  en  avoir  été  Toc* 
cafion.En effct^  il  cftclairquepourpouvoîr 
repréfenter  exaâeroent  les  mouvemens  & 
les  périodes  des  planètes ,  il  faudroic  em- 
ployer des  roues  où  les  nombres  des  deocs 
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fuflentprdcifcmcntdanslcsmèmesrapporcs 
que  les  périodes  dont  il  s^agit  ;  maisconiine 
on  ne  peuc  pas  muUiplier  les  dencs  au-delà 
d^une  cerraine  Hniice  dépendante  de  ia 
grandeur  de  ia  roue^  &  que  d'ailleurs  les 
périodes  des  planètes  (ont  incommenfura-* 
bles  ou  du' moins  ne  peuvent  être  repré- 
fencéés  avec  une  certaine  exafticude  que 
par  de  très-grands  nombres  ^  on  e£t  obligé 
tic  ic  conrcnccr  u'un  à-pcu-pi  t:> ,  &i  la  dif- 
ficulté fe  réduit  à  trouver  des  rapports  ex* 
primés  en  plus  petits  nombres ,  qui  appro- 
chent autant  qu^il  eft  poffible  de  la  vérité, 
&  plus  que  ne  pourroienc  faire  d'autres 
rapports  quelconques  qui  ne  feroieot  pas 
conçus  en  termes  plus  grands. 

Hujghens  réfouc  cette  queftton  par  le 
moyen  des  fraâions  continues ,  comme 
nous  ISivooS'fkit  ci-deflbs  ;  il  donne  la  ma- 
'  oiere  de  former  ces  frayions  par  des  divi- 
lions  continuelles  ,  Se  il  démontre  enfuste 
les  priacipales  propriétés  des  fraâioos  con- 
vergentes qui  en  rcfulccnc ,  fans  oublier 

mftme  les  ùuBdooi  iatcrmidUir^s,  Voye» 
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iiàns [csOperapcJIhuma  le  Trakâ  iaâculé: 
Defcriptio  automati  pîanetarii. 

D^aucres  grands  Géomètres  ooc  enfuke 
confiacré  les  fraftions  continues  d'une  ma- 
nière plus  féoérale.On  trouve  fur-touc  dans 
les  Coniincntaircs  de  Pétersbuurg  ,  (toni, 

IX  âc  XI  des  ancieos  ,  &  corn.  IX  &  XI 

des  nouveaux),  des  Mémoires  d'EuIer 
remplis  des  recherches  les  plus  favances 
&c  les  plus  ingénieufes  fur  ce  fujet;  mais 
la  théorie  de  ces  fraâioos ,  envifagée  du 
coté  arithmétique  qui  en  eft  3c  plus  julc- 
reflanc ,  n^avoic  pas  encore  été ,  ce  me 
femble ,  autant  cultivé  qu'elle  le  méritoit  ; 
c^efl  ce)  qui  m^a  engagé  i  en  compofèr  ce 
petit  Traité  pour  prendre  plus  familière 
aux  Géomètres.  Voyez  auffi  les  Mémoires 
de  Berlin  pour  les  années  1767  &  1768. 

Au  refte ,  cette  théorie  eft  d'un  ufagc 
très-étendu  dans  toute  rAriilimctiquc  ,  &: 
il  y  a  peu  de  problèmes  de  cette  fctence , 
au  moins  parmi  ceux  pour  Iclqucls  les 
règles  ordinaires  ne  fuffifcnt  pns  ,  qui  n'en 
dépeudcnc  dirçdeiacQC  ou  mdircâemeot. 


'444  AnjiiTiONsr. 
Jean  BernoulU  vient  d^ea  faire  une  appli- 
cation heureufe  &  utile  dans  une  nouvelle 
efpece  de  calcul  qu'il  a  imaginé  pour  facili- 
ter la  conftruâion  des  Tables  de  parties 
proportionnelles.  Voyez  le  €ome  I  de 
fon  Recueil  pour  les  AJlronomes, 
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PARAGRAPHE  II. 

JMéthode$  pour  déterminer  les  nombrcâ 
entiers  qui  donnent  les  minînia  Jts  for* 
mules  indéterminées  à  deux  inconnues. 

B  S  queftioas  donc  nous  allous  ooas 
occuper  &  pour  lefquelles  nous  allons  * 
donner  des  mcchodcs  dircâes  6c  générales  , 
font  dVn  genre  encîéremenc  nouTean  dans 
Tanalyfc  indéterminée.  On  ii'avoic  point 
encore  appliqué  cette  analjfè  aux  pro- 
blèmes de  maximis  &  minimisa  nous  nous 
propofons  ici  de  déterminer  les  minima 
des  frayions  rationnelles^  entières  £c  homo- 
gènes à  deux  inconnues  y  lorfque  ces  in- 
connues doivent  être  des  nombres  entiers. 
Cette  recherche  nous  condoira  encore  i 
la  théorie  des  fraâions  continues  ^  &  fer- 
vira  à  donner  à  cette  théorie  de  nouveaux 
degrés  de  perfeâion. 

Probj^êms  I. 
a^.  Etant  donnée  une  quantité pofuivc  a^ 
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0  fuppofant  que  j  &  z  ne  puijfcnt  (ne 
que  des  nombres  entUrs  pofitifs  ^  premiers 
entrUax ,  on  demande  de  trouver lesraleurs 
de  ces  nombres  qui  rendront  la  formule 
y — un  nuoimum  (^abJlraSion  faite  du 
figne  )  relativement  à  tous  les  nombres  plus 
petits  qu*on  pourroit  fubftitucr  pour  y  &z. 

Soient  p  6t  q  des  nombres  entiers  te 
premiers  eotr'cux^  qai^  étant  fubfiitués 
pour  y  &  {  dans  ia  formule  y — a:^ ,  la 
rendenc  plus  pente  que  ii  on  y  fubitituoic 
d'autres  nombres  moindres  que  p  &c  q^ 
Donc  prenant  pour  r  &  /  des  nombres 
quelconques  entiers  pofitifi  &,  premiers 
entr^eux  ^  mais  moindres  que  p  &  ^  ^  il 
faudra  que  la  valeur  de  p — (oit  moin- 
dre que  celle  de  r — af,  abifaraâion  £iice 
des  lignes  de  ces  quantités,  c^ett  à-dire  en 
les  prenant  Tune  6c  Tautre  pofitivemenn 
Prenons  r  Se  f  tels  que  Ton  ait  pf—qr 
I  j  le  figne  fupérieur  ayant  lieu  lorf- 
qwp — fî^ferapofuifj  Se  l'inférieur  lorfque 
p—^q  fera  négatif.  (  Nous  verrons ,  dans 
un  moment^  qu'il  eii  toujours  poflible  de 


trouver  des  nombres  qui  facisfâiTeDC  à 
Cette  condition.)  Je  vais  prouver  que 
tous  les  autres  nombres  moindres  que  p 
&L  (j  ,  qu'on  fubftitucroic  pour  y  & 
rendroienc  la  formule  y^a^  (  abftraâîon 
faite  du  figne)  plus  grande  que  ^  —  aq 
&  que  r— û/I 

En  effet ,  il  eft  clair  qu'on  peut  fuppofer 
en  général 

t  &  Il  étant  deux  inconnues;  or^  par  la  r^« 

foiution  de  ces  équations  ,  on  a 

donc^  à  cauie  de  pf — qr=.+i  ,  t=i+^fy 
— r{) ,  &  ii=+(yy — p:^)  ;  d^où  l'on  voit 
que  t  &CU  feront  toujours  des  nombres  en- 
tiers ,  puifque  p  ,  q,  r  j ,  £  font  fup- 
pofés  entiers. 

Donc  r  &  Il  étant  des  nombres  entiers , 
àcp  ,q  ,r     des  nombres  entiers  pofitifs  , 
îl  elt  clair  que  pour  que  les  valeurs  de  j 
&L  ^  foient  moindres  que  celles  de  p  Se 
il  faudra  ncvcCTiiremenc  que  les  riombrtjs 

t  6^  u  ioieat  de  fignes  différents. 
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Maiocenaiic  je  remarque  que  la  valeur 
de  r— >/2/  (èra  auffi  do  différent  fignc  que 

celle  de  p — aq  }  car  lailanc  p — aq=iP  , 
&  r^af=sR ,  on  aura  ^=:d-j-^ ,  jssut 
-j-y,-  mais  réquation pf—^r=:+i  ,  doone 
i^  — ^=+^,  donc  f — +  donc, 
puifqu'on  iuppofe  que  le  figne  ambigu  foie 
pi  is  conformément  à  celui  de  la  quantité 
p'^aq  ou  P  ,  il  faudra  que  la  quantité  j 
— ^foic  pofitive'fi  P  eft  pofitif ,  &  né- 
gative û  P  eû  négatif  ;  or  ,  comme  /  eft 
<  y  ,  &  que  iî  eft  plus  grand  que  P,(Ay;7.)* 
il  eli  clair  que 7  fera  à  plus  force  raifoQ  plus 
grand  que  |,  (abftraftion  faite  du  fig^ne  )  ; 
donc  la  quantité-^-— 7  fera  toujours  de  ligne 
différent  de  f  ,  c  c(l-a-dlrc  de  R  ,  puifque 
/eft  poiicif;  donc  P  ôcR  feront  oécef-- 
fairement  de  figues  différents. 

Cela  pofé ,  oa  aura  en  fubftituant  les 
valeurs  ci-deffus  de  y  &  {  ,  y — H—(P 
^aq)t-+{r—ûf)u^Pt^Ru;  or,  t  &  « 
étant  de  lignes  diftérens ,  aulfi-bien  que  P 

&  i? ,  il  eft  clair  que  Pt  &  Ru  feront  des 

'  quantités 
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^i)û0ticé$  de  mêmes  fignes  ;  donc  puifque 
1 6cu  font  d'ailleurs  des  nuaibr es  entiers  ^ 
il  eii  viiible  que  la  valeur  de  y^a^  fera 
toujours  plus  grande  que  P&:  que  /t,c'eft- 
à  dire  que  les  valeurs  de  p^^q  &  de 
r — of ,  abfhaclion  faite  des  fignes. 

Mais  il  rcfte  mainccnaht  à  favoir  fi  Ictf 
nomores p  &c  cj  étant  donnes,  on  peut  tou- 
jours trouver  des  nombi^s  r&: /moindres 
que  ceux-là  ,  &  tels  que  p/—qr=sj^i  ,  les 
lignes  ambigus  étant  à  volonté;  or ,  cela  fuie 
^vidcnimcncdc  la  théorie  des  fraûionscon* 
cinues;  maison  peut  au/B  le  démontrer  di- 
rcftcment  &  indepenJammenc  de  cette 
théorie.  Car  la  difficulté  feréduît  à  prou  ver 

qu 'il  exiilenécefi'airement  un  nombre  entier 
po(iti£&  moindre  que  p  ,  lequel  ét^nt  pris 
'pour  r,  rendra  ^r+i  diviiibic  par  p  f  or, 
fuppofons  qu'on  fubftitue  fucccffivement  L 
la  place  de  r  lès  nombres  naturels  i  ,  x  , 
3  ,  &c.  ,  jufqu'àjP,  ôc  qu'on  divife  les  nom- 
bres q±  I ,  j- i  ,  ^g+i ,  (^  c.,pq+i  par  p  ^ 
on  aura  p  ^reftes  moindres  quep ,  qui  feronc 
ûcceflâjremcnt  gous  différens  les  uns  des 
Tome  JL  I  i 
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autres  ;  car  ii^  par  exemple,  &.  nq 

+  1  y{rn  ôc  n  étant  des  nombres  entiers  dit 
fércDs  qui  ne  furpalTcnc  pas  p  )  ,  étant  di* 
vifcis  par  p  ,  duniioicnt  un  même  rcfte  ,  ii 
eft  clair  que  leur  différence  (  m — n  )  q  ^ 
dcvroic  être  di viiible  par /?  ;  or ,  c^ell  ce  qui 
ne  fc  peut ,  k  caufe  que  (f  ett  premier  kp  ^ 
fie  que  m — ^/lefi  un  nombre  moindre  que/?. 
Donc  puifque  cao^  les  relies  dont  il  s^agic 
font  des  nombres  entiers  pofitifs  moindres 
que  p  6c  différens  entr^eux,  &  que  ces  reftes 
font  au  nombre  dep  fi\  eii  clair  qu'il  faudra 
néceflairement  que  le  zéro  fe  trouve  parmi 
ces  reftes,  &  coniéqucmment  qu^il  y  aie 
un  des  nombres  ,  2^+1 ,  3^+1 ,  &c. , 
pq+i , qui loit  diviiiolepar />  ;  or  ,  il  efi clair 
que  ce  ne  peut  être  le  dernier  ;  aînfi  il  j 
aura  iurement  une  valeur  de  r  moindre  que 
p  ,  laquelle  rendra  rcj+i  divifible  par  p  ; 
&  ileft  clair  en  même-temps  que  le  quotienc 
fera  moindre  que  y  ;  donc  il  y  aura  tou- 
jours une  valeur  entière  poHtive  de  r 
moindre  que  p  ,  &c  une  autre  valeur 
pareille  de  /  &  moindre  que  q, 
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quelles  fatisferoût  à  iVqùariotl  J^^—  y 
ou  pf—^r^-hi» 

24.  On  voie  parJà  que  les  nombres  r 
6c  y  font  parmi  les  nombres  moindres  qùe 
p  &cq ,  ceux  qui  rendent  la  formule  J— ^ 
la  plus  petite* 

Nous  dénoterons  pour  plus  de  fimplicicé 
les  fioml>res  r  &  /par  &  9'  ;  oa  aUra^ 
ainfi  la  condition  Z??*— 1  ,  &  les 
quantités  p-^aq ,  p^'^q^  feront  les  deajt 
miniuia  coiilcLUtiib  Jans  la  fci  ic  des  valeurs' 

de  y-^i  f  en  prenant  pour  y  &  f  tous 

les  nombres  qui  ne  furpalTent  pas  p  &l  q  *J 
ces  minima  feront  de  (ignés  contraires  ;  & 
le  fécond  immcdiatcnicnt  ^>lus  grand  que 
le  premier* 

Il  eft  clair  qu'on  peut  trouver  de  même 
deux  antres  ndmbres  &  ^"  moindres  que . 
p'  &  q\  fie  qui  aient  avec  cîeux-ci  la  mèmer 
relation  que  />'  &  q^  ont  avec  p  lt  q.  Ainfi 
comme  p' — aq'  eft  de  figne  Contraire  à 
ap — aq ,  il  faudra  faire  /V^"  — yV"— +  '  ; 
&  la  quantité  p"-^jj  fera  de  figne  coq* 
trkirc  à  /)  — jf'ôCpfus  grande  quèt?cHe=ci>- 


4J*:        A  J>  D  X  t  X  O  N  S. 

mais  ea  mcmc  -  temps  elle  fera  pluf 
petite  que  toute  autre  valeur  de  y — 

tafîc  que  y  &  {  feront  moindres  que  p'  6c 
En  continuant  le  même  raifonnemenc , 
oQ^trouvera  encore  des  nombres  ,  ^ 
moindres  que  p" ,  9"  ,  tels  que  /?"^'" — y'*  • 
p  "=:+i  ,  &c  qui  rendront  la  quantité 
du  figne  contraire  à  />" — aq"  Se 
plus  grande  que  /?" — ,  mais  moindre 
que  fi  on  prenoit  pour  &  ç"'  d'autres 
nombres  moindres  que  p''  &  q",  &l  aiaû 
de  luitc^  , 

On  aura  de  cette  manière  déux  fuites 
de  iiouibics  entiers  ddLici.lijni ,/^*  j 
i>'"  96c.,  q ,  q\  ^" ,  f ,  ôc. ,  tels  que 
P     — ?  =±i 

&.  qui  donneront  la  fuite  des  minima 
p  —aq 

— ^ï" 

de  la  formule  y — a[  i  ces  minima  feron 
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fucceffivemenr  de  fignes  différcns,  &c  fçr- 

nicroac  une  fuite  LioiŒ^nic  ,  tclic  que 
chaque  terme,  comme  p" — /î^"  fera  ûn 
^minimum  relativenicnc  aux  valeurs  de  y 
&  :[  moindres  que  p^&c  ^\ 

D'où  il  s'enfuit  que  les  cermes  corref- 
poodans  des  deux  fériés  p  ^p^ ,  p^^,  &c. , 
^  ,  ,  ^" ,  &c. ,  ont  des  propriétés  analo- 
gues,&  rérolveoc  coucle  problème  propdfé. 

Il  ne  s'agic  donc  plus  que  de  trouver 
les  deux  fériés. 

Pour  cela  Je  remarque,  l°  qu'en  ajou- 
tant enfembic  les  équations /?  — 'JP^^i:  '  > 
Se         — j'p"  =  +  i,on  a  (/? — p'') 

— — q")p^=iOf  favoir  q'{p — p^')—p^ 
(  q — ^"  )  ;  donc  puifque  cette  équation 
doit  fubfifter  en  nombres  entiers ,  &  que 

,  font  premiers  cntr'cux  en  vertu  de 
réquarion  pq^ — qp^z=i+i  ,  il  faudra  que 
p — .p»  foit  divifibie  par  />'  ;  ainli  nomnunc 
ft  le  quotient  de  cette  divifion  ,  on  aura 
p^p^^=fàp^  &c pzss^pl'^p^^  ;  alors  l'équa- 
tion deviendra  /c  ç'=>/ — y'*,  ce  qui  donne 

de  même  j'^"?' 

.       Ff  3  * 
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Oo  trouvera  de  la  même  manière  ea 

aÎQucaoc  eolembie  les  deux  équacioos 

&  faitauc  des  râiioaacmeus  fcmbiables 

un  nombre  cniier  ,  .^^  aimi  de  fuice. 

Donc  la  loi  dci  deux  fcrics  Joot  il 
s^agtc  fera 

p   =^  q  —f^   c^'  TV" 

le$  nombres  ^         >     >  ^^a^t  tous  en* 

tiers  pofitifs  ,  &  les  nombres  p ,     ,  p", 
6c. ,  y  ,      q"  ,        frc,  formant 
deux  lëiics  coqciouellciiicnc  decroinances. 

.On  voit  par  cetre  loi  qu'il  fuffira  de 
connoicre  les  nombres  a*  ,  ,  C  ^pour 

pouvoir  trouver  tous  les  termes  des  deux 
fénes ,  lûri(]^u'ûû  en  connoura  .les  deux 
derniers. 

La  fubilicucion  des  valeurs  préç^fi^s 
donne 


III 
I» 
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p  ^aq  szzft  (p*  — aq'  )-f-/?" — 

P" =  ^"  ( ^  '  ) -h  P"~^? 
d'où  Tua  cire 

p^  —*aq^'^  p^  — aq^  ' 

^ixi — ^^iii  I  pi^i^aq''^ 
On  a  vu  plus  haut  que  les  quantités 
P'^ûq ,  p^^^q^ ,  p" — ^ijy" ,  &c. ,  forment 
une  fuite  de  termes  qui  vont  en  augnien- 
cane ,  &  qui  font  alcernativement  pofirtf» 
&  négatifs  ;  d'où  il  fuit  que  les  fraâions 

^  JL  1   ^,&c.,onttou- 

p'-^q^'p^'-^aq''  'p'^'-^aq'''  *  * 

ces  des  valeurs  négatives  &  moindres  que 
Tunicé^  &  qu'au  contraire  les  iraâions 

— — ,   ^ ,  OT. ,  font  toutes  poli- 

p^^—aq^  '  p" — ^"  >     * .  r 

cives  iSc  plus  grandes  que  l'unké.  Ainfî 

rt4 
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comme  les  valeurs  des  premières  font  ren« 
fermées  entre  les  limiers  o  et— t ,  oo 
pourra  fubfticuer  ces  limites  à  leur  place; 
ce  qui  donnera 


gftt 

> 

p'- 

— aç^ 

— .^lîi 

> 

Û^IXJ  .^III 

P"- 

> 

Il  eft  clair  que  ces  limites  fuffiront  pour 
dAerminer  les  nombres  fi,  ,  /i}',  &c. 
puirqu^onfair  queces  nombres  doivent  être 
tous  entiers.  Par  ce  raoyenla  détermination 
'  de  ne  dépendra  que  des  quatre  termes 
p\p^',  q\f',cdie  de  z*^  ne  dépendra  que 
de 9'",  &  ainfi  de  fuite  ;  par 
conféquci^c^  en  coonoiirant  les  valeurs  de 
p',  p"  &  ^S^'S  on  trouvera  d  abord  m 
eniuice  on  aura  p  èc  q  par  les  formules 
p^Mp'+p'\  ç=:r-/t/+(^"  donnéesci-dciTus. 

J^Q  même  enconnoifianc  feulemeoclesrer- 
^^V"*P"'^?' Trouvera  d'abord/i'par 
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cnfuîteonaura  p\  ^'parles  formules  p^:=p^p^ 

^ p^^\  —  uif''\-  ç"'  ^  de-là  on  trouvera  .a , 
&  enfin  p  &,q  ,Sc  ainli  de  fuite. 

D'où  Ton  peut  conclure  qu'il  fuffira  de 
coonoitre  les  deux  derniers  termes  de  cha- 
cune des  deux  fériés  correfpondantcs  p  ^ 
P''  y  P''\^c.  q\  y  9'",  &c.y  pour  pou- 
voir remonter  de- là  fucccllivcmenc  à  tous 
les  autres  termes ,  &  connoicre  les  deux 
fériés  entières. 

« 

Ce  problème  eft  donc  réduit  maintenant 
à  trouver  les  deux  derniers  termes  de  ces 
fériés. 

Pour  cela  je  remarque  que  par  leur  na- 
ture elles  doivent  feterminer  Pune  &  Pautrc 
à  zéro  ;  car  les  tbrmuics  =  m  p'H'P"  ^p'— 
^'^"-p/?'",  font  voir  que  H'  eft  le  quo- 
tient &  p'*  le  relie  de  la  divifion  de  p  par 

,  que  V  eft  le  quotient  &  p"'  le  rcfic  uc 
la  diviâon  dep"  par  p\&i  ainli  de  fuite  ^ 
de  manière  que  p\p''\  i'c.^  Tont  les  rcftes 
que  Ton  trouve  en  cherchant  le  plus  grand 
commun  Jivifcur  des  deux  nombres  p 

qui  font  fuppofés  premiers  entr^eux; 
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parconféquciu  on  doic  ndccflairemeot  par- 
venir a  un  rcftc  nul.  On  doit  dire  la  même 
chofedesnombresi/',^"',  (&c.,quine  font 
que  lesdiftèrcns  rcftes  qui  réfulteroienc  de 
la  recherche  du  commun  diva'eur  de  q 
'     Suppofonsquelaférie^,^%y",  (S'c,  fe 
termine  avant  Ta  correfpondante  p,p^, 
&c. ,  ic  (oit  par  exemple ,  ^'^=0  ;  donc 
réquauon;?^''^»^— Y"'jt>^^=+i  fe  réduira 
à      ;7'^=:+i  ,d'oii ,  à  caufe  que  q'''  &c 
ne  peuvent  être  que  des  nombres  eoriers 
pofitifs  ,ii  fuit  que  i^"'z=:i  & p'^'z^i  :  ainfi 
les  deuxquautités/i"'— jg. 
viendront -.2  &  i.Mais  nous  avons  vu 
que  ces  quantités  doivent  être  de  fignes 
difFerens,  &c  qu'abflracuun  faite  des  lignes, 
la  féconde  doit^être  plus  grande  que  la  pre- 
micre  ,  ces  quancitcfs  étant  deux  termes 
confécutifs  de  la  fériis  des  minima  ;  donc 
il  faudra  que  a — p'"  >  o  &  <;  i  j  par  con- 
fèqueac  p'"  <  a  &  >  /i — i, 

Ainû p"*  fera  connu  ,  parce  que  devant 
être  un  nombre  entier  ,  il  ne  pourra  être 
que  le  nombre  eoûer  qui  tombera  entre 
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Oonc  en  général  dans  le  cas  dont  il  s'a- 
^ic  ^  ks  deux  derniers  termes  de  la  férié 
g^,  y",  6c, y  feront  i ,  o;  &  les  corrcfpon- 
daos  de  la  férié  p ,  p^^p^^t  &c. ,  feront  «  »  x 
en  le  dcnounc  par  «  le  nombre  entier  qui 
tombe  entre  a  6c  a — 1« 

Suppolons  maintenant  que  ce  foitlaférie 
p^P^iP^^f  é^c,  qui  fc  termine  la  première, 
ce  foit par  exemple,  =  o  ;  alors  Téqua- 
tîon  ^"'p»^ = + idcvenant     q^" = 

+  I ,  donnera  par  la  raifon  que  &  q^^ 
doivent  être  entiers  pofitifs,/)"«  =  i  ^q^^ 
=  I  ;  de  lorte  que  les  deux  quantités/>"'-T- 
^^"S  p'^ — qui  doivent  être  de  fig^nc 
contraire  ,  &  la  féconde  plus  grande  que 
la  première  ,  deviendront  i  —  û^"'  —  ai 
d'où  il  fuit  qu'il  faudra  que  i—aq^^^  >  o  & 
<    ;  ce  qui  donne  ç»"  <  7  &  î"'  4*  ' 

par  conféquent^'"<  ^  >7— lic'efl- 
à-ùire  que      devra  être  le  nombre  entier  ' 
qui  tombera  entre  |r  i—^* 

Donc  en  général  daas  ce  IccuiiJ  cas  les 
derniers  termes  de  la  férîc  fi^  P^^p^^y  $ 
feront  L,o',6chs  jcpneippQ^âns  dans  la 
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féric  q ,  y*,  6v. ,  feronc  6 ,  i ,  en  dcno- 
Canc  par  a  le  nombre  enrier  qui  combera 
entre  ^  &7  —  i. 

On  voit  par-ià  que  le  premier  cas  aura 
lieu  lorfque  a  elt  un  nombre  plus  grand 
que  Tuniré  j  &  que  le  fécond  aura  lieu 
lorfque  a  fera  moindre  que  Tunité. 
'  ConnoilTant  ainfi  les  deux  dierniers  termes 
corrcfpondans  des  fériés  p  ,p^,p^\  Oc. 
ç' ,  g"  ,  St.  ,  on  poorra ,  p«r  lès  focmulcs 
données  plus  haut, trouver fucccliivemenr, 
en  remontant  tous  les  termes  de  ces  fériés 
qui  réfolventle  problême  propofé. 

15.  Il  eft  plus  commode  de  confJJérer 
ces  fériés  à  rebours ,  en  comniençant  par 
les  dt:rriiers  termes.  Ainfînous  avons  deux 
fériés  crotflances  que  nous  repréfenterons 
pour  plus  de  commodité  de  cecce  ma« 
niere  : 

i^S  p"".     6'^-  >  q%  q%  . 

&  pour  lefquelles  nous  ayons  les  détermi« 

nations  fuivances  :  ' 
Si  â  >  I 
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Si  ^  <  I 

cnfuite 

&  pour  la  dAcrminaciondc^*,  fi'c, 
les  conditions 

<  X  f —  >   1  i 

II  eft  bon  de  remarquer  encore  que  le 

fécond  cas  rentre  dans  le  premier.  Car,  ca 
fuppofanc  dans  les  formuUs  du  premier 
cas  ix<i  ,  on  aura  nëccflairement  f*<fl 
>  tf— i=ô  ;  donc  r^=i  ,  p'=:o ,  ç^'i==o , 
q'=i ,  i3c  de-làM^  <4  >  ^—  i  ,  /?"  =  i  , 
j"=s=Ai*;  deforfequici/?»,p"&  ^/^^"fcront 
ce  ^ue  feroieoc  P%P^*i^»f»  ^^^^ 
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mules  du  fécond  cas  ;  &  les  termes  fuivaos 

feront  par  conléquent  les  lucmcs  u.îus  les 
deux  cas. 

On  peut  donc  établir  en  général  ,  quel  . 
que  foit  le  nombre  a ,  les  déterminations 
fuivances , 


Enfuicc 

<  a 


— fl^' 

où  le  figne  <  dénote  le  nombre  entier  qui 
eft  immédiatement  nfioindre  que  la  valeur 
de  la  quantité  placée  après  ce  iigne» 
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On  trouvera  ainfi  fucceflivemcnt  toutes 

les  valeurs  de  p  &c  q  qui  pourront  facisfairc 
au  problème  y  ces  valeurs  ne  pouvant  être 

que^jcs  termes correfpondans des  deux ferics 

Corollaire  I«, 
Si  on  fait 

on  aura,  comme  il  eft  facile  de  le  voir, 

« 

a — ^ 
I 

àcfi<a,ft^<  bfi^"  <    II»"  <  rf,  6c. ,  donc 

les  nombres  ^^a*',  S'c,  ne  feront  autre 
chofe  que  ceux  que  nous  avons  àéùgniÊ 
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par  *j  y,  ,  Juiis  l'art.  3  ,  c:'cll:-a-ûirc 
que  ces  nombres  feront  les  termes  de  la 
fiadion  coiuiauc  qui  rcprdlcncc  la  valeur 
de  é7  s  c9  forte  que  l'on  aura  ici 

♦ 

Par  conféquent  les  nombres  p\^p^^,  /  "S 
feront  les  numérat:eurs,&  q\ 
,  les  dénominateurs  des  fraftions  con- 
vergcoccs  vers  a ,  iradions  que  nous  avons 

ddfigoées. ci-devant  par  ^1  ^     »  ^* 

(art.  10). 

Ainfi  tbut  fe  réduit  à  convertir  la  valeur 
de  a  en  une  fraâion  continue ,  dont  tous 
les  termes  foicnc  pofitifs ,  ce  qu'on  peut 
exécuter  par  les  méthodes  expofées  plus 
haut ,  pourvu  qu'on  ait  foin  de  prendre 
toujours  les  valeurs  approchées  eti  défaut  | 
enfuite  il  n'y  aura  plus  qu'à  former  la  fuite 
desfraâions  principales  convergentes  vers 
a,  &c  les  termes  de  chacune  de  ces  frac- 
tions donneront  des  valeurs  àc  p  &i  ç  ^  qui 
réfoudrofic  le  problème  propofé  ;  de  forte 

que 


I 
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Qùe  f  ne  pourra  ttrt  qu^une  de  ces  mêmes 
ftaâions. 

,CoROLLAia£  II. 

2.7.  Il  réfoke  de-là  utte  nouvelle  pro^ 
priëté  des  itaâîons  dooc  nous  parlons  ; 
c^efi  (\ue  ttomtnàtit  f  utie  deâ  frââions 
principales  convergentes  vers  a,  (  pourvu 
(}u Viles  foiedt  déduites  d^unefrafkien  con« 
tinue  dont  cous  les  termes  Ibienc  poiicifs ) , 
la  quantité  p-^atf  aura  toujours  une  valeuif 
plus  peuce  ,  abftradion  iaice  du  ligne  ^ 
quelle  n^auroit ,  ft  on  y  mettoit  à  la  place 
àcp  &cq  d^aucre^  nombres  moindres  quel« 
conquesi 

Froblèvle  lié 

a»8.  Etant  propofée  la  quantité 
A  p°»+Bp«^-'q+Gp"^~^q^-h ,  ôcc,  +Vq'^  j 
dans  laquelle  A,  B,  C,  Sec, ,  font  des 
nemtres  entiers  donnés pofitifs  ou  négittifs^ 
p  u'  Ç[/ont  des  nonibres  indtunTnnés 
qu^on  fitppofe  devoir  être  entiers  6  pofi^ 
tijs  ^  on  demande  ^udUs  valeurs  on  doit 
donner  à  jp  &  q  ^  pour  que  la  quantité  pro^^ 
poJeedeviennelapluspetite^u'iUfipQjftbieé 

,  »  Tûme  IL  C  g 


1 


r 


^6  jfpJ^lTTpIfS. 

Soient  «1 0  f  r  I  &c, ,  les  racines  réelles  p 

&  *+f  j/— 1 , 6'c.,  les  racines 

imaginaires  de  l'équation 

on  aura  par  la  théorie  des  cquanuns  j4p'^ 

Donc  la  quefiion  fe  rédoit  à  f«ire  en 
force  que  le  produic  des  quantités  p — mq^ 
p^B  q  ,  p—y  q,  &c.,ic  {p^f^jy^ .  Y  , 
{p — îî^j)  -j-  &c.,  foit  le  plus  petit  qu'il 
eft  pofSble,  tant  que  pôcq  font  des  noni- 
bres  entiers  poiitifs. 

Suppofons  qu'on  ait  trouvé  les  valeurs^ 
dep  9  qui  répondent  au  minimum  ;  & 
fi  Pon  met  à  la  place  p  &l  q  d'autres 
nombres  moindres  y  il  âudra  que  le  pro<- 
duit  dont  il  s'agit  acquière  une  valcuc 
plus  grande*  Donc  iifaudra  néceflaîremene 
quelqu^un  dc$  faâeurs  augmente  de 

• 

9 


Valeur.  Or  ^ il  eft  TÎfible  que  fi par  exèmp» 

étôit  négatif,  lefaâeur/? — «t^^  diiiunucroic 
toujours ,  lorfque  p6c  q  décri^trbfèor  ;  lâ 

Hîême  cliofe  arriveroit  au  radeur(/? — ^j)' 

^vYi^^A^^^^i^i^^g^^^^)  &  aînfi  des  au- 
tres ;  d'oii  il  s'enfuit  que  parmi  les  faâeurs 
fimpies  réels  y  il  n'y  2  que  ceux  où  ies  ra« 
cincs  font  pofitivcs  qui  puifflnt  augmenter 
de  valeur  ;  &  parmi  les  fââeurs  doublet 
imaginaires  il  n^y  aura  que  ceux  où  la 
partie  réelle  de  la  racine  imaginaire  fera 
politive  qui  puiflenc  augmenter  auili  ;  de 
plus^  il  faut  remarquer  à  l'égard  de  ces  der- 
niers, que  pour  que  (/? — aug- 
mente tandis  que  p6c  q  diminuent  ,  i\  faut 
néceffaircmcnt  que  la  partie  (p— aug- 
mente, parce  que  l'autre  terme  y' g'  diminué 
néceilaircmenc  ;  de  forte  que  Taugmenca* 
tion  de  ce  fafteur  dépendra  de  la  quantité 
p^ftq  ^  &c  aioii  des  autres» 

Donc  les  valeurs  de qui  r<fponJcnc 
au  minimum,  doivenc  être  teites  que  la  quan* 
tizé p — lU^  augmcacc,  en  donnant  k  p  Se  ^ 

desva{eaf$  moindres^  Reprenant  poiir^  une 

G  t  i 
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des  racines  réelles  poficives  de  I  cquacîoa 

ou  une  des  parties  réelles  pofitivcs  des 
racines  imagioaîres  de  la  mémo  équatioo  j  ^ 
s'il  y  en  a. 

Soient  r  &/ deux  nombres  enders  po- 
fiti&  inoindrcs  que  p  &cq  \  '\\  faudra  donc 
que  r — af(o\t  >  p^c^q ,  (  abftradiofl  faite 
jdufigne  de  ces  deux  quanti  tés).  Qu'on  fup- 
pofe  ,  comme  dans  rarttcle  aj ,  que  ces 
nombres  foicnt  tels  que  pj^qr==z+i  ,  le 
figne  fupérieur  ayant  lieu  ,  lorfque  p-^aq 
cli  pofitive  ;  &c  Tinférieur  ,  lortque^ ^ — aq 
eft  négative;  en  forte  que  les  deux  qaan* 
tités  P'-^q  &cr — af  devicoocnide  di^reas 
fignes  ,  ôc  Ton  aura  cxaftcmcnt  le  cas  au- 
quel nous  avons  réduit  le  problème  pré- 
cé  Jcût ,  (  art.  14  ) ,  ôc  donc  nous  avons  déjà 
donné  la  folutioii» 

Doiic  (  arc.  i6  )  les  valeurs  p  &l  ^ 
devront  néceflairement  fe  trouver  parmi 
les  termes  des  fraûions  principales  conver- 
gentes verstf*,c?eft-à*dire  vers  quelqu'une 
des  quantités  que  nous  avons  die  pouvoir 
£tre  prifes  pour  a*  Ainfi  il  £ittdra  réduire 
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coûtes ce^quancicds  en  fraâions  continues, 

(ce  qu'on  pourra  exécuter  facilement  pâr 
les  méthodes  enfeigfiéîs  âilieurs)j^  &  eri 
déduire  eniuite  les  fraâions  convergentes 
dont  il  s'agit ,  après  qudî  ttn  fefa  fuccclli- 
vcmcnc  p  égal  à  tous  les  numérateurs  de 
ces  fraârons,  &  q  égal  auxdénomtùàteurs 
correfponclans ,  &  celle  de  ces  ruppofitions 
qui  donnera  la  moindre  valeur^  de  la  fonc^ 
tioti  propofde  ,  fera  néceiïairement  aul5 
celle  qui  répondra  au  minimum  cherehél*^ 

•  Rema&qve  I# 

a9«  Nous  avon^  fuppofé  que  les  nombres 

f  dévoient  ce  re  tous  deux  pofitifs;  il  eit 
clair  que  fi  on  les  prenoit  tous  deux 
ga  tifs ,  il  n'en  réfulteroit  aucun  changement 
dans  la  valeur  abfolue  de  la  formule  propo* 
fée  ;  clic  ne  feroit  que,  changer  dç  iigne 
dans  le  cas  où  TexpoTaiit  yn  (eroit  impair; 
.  &  elle  demeureroic  a^folumentlamcine» 
dans  le  cas  où  PeKpofanc/n  feroit  pair  ;  ainii 
il  n'importe  quels  fignes  on  domie  aux  nonv 
bres  p  icify  lorfqu'oalçsfupppfe  tous  deux 
jde  mcxnes  iîgnes*  ^83 


Mais  il  n'en  fera  pas  de  même ,  fi  rn 
donne  k  p  ^  q  des  figtics  diiFérens  ;  car 
alors  les  termes  ahernacifs  de  Téquacion 
propof^e  changeront  de  ligae  j  ce  qui  en 
fera  changer  aufTi  aux  racines  a,  y ,  i&c, 
^+  V  j/ZHî  ,  * + p  |/ — I ,  &r. ,  de  forte  que 
celles  des  quanciccs  «  i  a>  y  »  Oc.  j  m  >  «  t  âr.^ 
qui  étoient  o^gacives ,  &  par  conféquent 
inutiles  dans  le  premier  cas  ,  deviendront 
pofirives  dans  celui-ci,  &  devront  èçre  em- 
ployées à  la  plaçc  des  autres, 
.  X)e-là  je  conclus  en  général  quelorfqu'on 
recherche  le  minimum  de  la  formule  pro- 
pofrfc  fans  autre  reftriftton  ,  finon  que  p 
^  q  foient  des  nombres  entiers  ,  il  faut 
prendre  fucceflîvemcnt  pour  a  toutes  les 
iracines  réelles  *  •  «  »  y  •  ,  &  toutes  les 
patrie^  ¥rfelles  >6« ,  * ,  St.  ,  des  racines  ima- 
ginaires de  Inéquation  ' 

en  faifant  abftraâion  des  fignes  de  ces 

-quantités  ;  mais  enfuite  il  faudra  donner  à 
pÔcqhs  mêmes  fignes, où  des  fignès  dif- 
férées ^  fuiT;il>t  que  la  quaatité^qu'on  aura 
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prife  pour  a  ,  aara  eu  originaireme&t  iù 

%ae  poiicii  ou  le  ûgae  négàtiù  ^ 

30.  Lorfque  parmi  les  racines  réelles  «, 
$9  7$  &ç^j  il  y  eo  a  de  CQminenIurabl.es  , 
.alors  il  eft  clair  que  la  quantité  propoféc 
devirodra  oulle  ,  en  fail^oc^  égal  à  une  de 
ces  racines  ;  de  forte  t}ue  daos  ce  cas  il 
xCy  anra  pas ,  à  propremenc  parler ,  de 
HLinuni  j  dans  tous  les  autres  cas  il  fera  in)- 
poffible  que  la  quantité  donc  il  s'agic  de- 
vienne zéro  ,  tant  que  p  ôc  q  feront  des 
sombres  entiers;  or ,  comme lescoefficiens 

yl  ,C ,  &c,  y  loDC  auffi  des  nombres  en- 
tiers ,  (  hyp.  )  cette  4)uamité  fer^  toyjou^s 
égale  à  un  nombre  entier ,  ôc  p^r  copié- 
quenc  elle  ne  pourra  janiais  être  inoiadr.e 
que  runlté.  ; 

Donc  il  on  avoit  à  céfopjre^iVfM&br^s 
entiers  l'équation 

^p-+Bp--"y+Cp— Fî'"=+i, 
il  faudroit  chercher  les  valeurs  de  ^  6c  ^ 
par  la  méthode  du  problême  précédent , 

Gg  4 
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» 

excepté  dans  les  cas  ou  IVquacîon 

auroic  des  racines  ou  des  dîvifeurs  quelcoii* 
ques  coiomeofurables  ;  car  âlor$  il  eii  vi« 
fible  que  la  quantité 

pourroic  fe  décompofcr  en  deux  ou  plu-* 
fieorsquaotic^sfemblables  de  degrés moia* 
dres  j  de  force  qu'il  faudroit  que  chacune 
de  ces  formules  parrieliesfikcégaleà  l^uoicé 
en  particulier  ^  ce  qui  donneroic  pour  le 
moins  deux  équations  qui  ferviroient  à  dé- 
terminer £  &c 

Nous  avons  déjà  donné  ailleurs ,  (  Mé^ 
moires  de  r  Académie  de  Berlin  pour  l'an- 
née iy68  ) ,  une  folucton  de  ce  dernier 
problcme  î  mais  celte  que  nous  venons 
d^indiquer  eft  beaucoup  plus  fimple  ôc 
pluç  direâe ,  quoique  toutes  les  deux  d^'« 
l^endent  de  lu  m|nie  théorie  des  fradipa^ 
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PROBLâMB  lil. 

On  demande  Us  valeur  s  dcf&  dc<\p 
^ui  rendront  la  quantité 

ta  plus  petite  qu'ail  efl  pojjible ,  dans  Phy^ 
pothefe  qu'on  n'admette  pour  p  &  ^  que 
des  nombrés  entiers. 

Ce  problème  n'clt  ^  comme  Ton  voit  ^ 
qu^un  cas  particulier  du  précédent  ;  mais 
nous  avons  cru  devoir  le  traiter  en  parti<^ 
culier ,  parce  qu'il  eft  fufceptible  d'une  fo- 
Jution  très-fimple  &  très-élégaote^  6c  que 
d'ailleurs,  nous  aurons  dani»  lafuice  occafion 
dVn  £iire  ufage  dans  la  réfoluttoodes  équa- 
tionsdu  fccond  dcgrc  à  deux  inconnues^ 
en  nombres  entiers. 

Suivant  la  méthode  gdncraîc  il  faudra 
donc  commencer  par  chercher  les  racines 
de  l'équation 

^xV-{-Bx  +  C=o, 

Icfquelles  fom ,  comme  Ton  Tait , 
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Or ,  i«  fi  B"— 4^40  eft  égal  à  un  nom- 
bre quarrd»  les  deux  racines  feront  commen- 
furables,  &  il  n'y  aura  point  de  minimum 
proprement  die  «  parce  que  la  quantité  Ap'' 

^Bpq-Y^^^  devenir  nulle. 

%o  Si  — ^AC  n'ett  pas  quarré ,  alors 
les  deux  racines  feront  irrationnelles  ou 
imaginaires  ^  fuiTant  que  B'-^^AÇ  fera 
>  ou  <  o  ^  ce  qui  fait  deux  cas  qu'il  faut 
confidérer  féparément  ;  nous  commence* 
rons  par  le  dernier  qui  eft  le  plus  facile  à 
réfoudre. 

Premier  cas  lorfque  J3* — ^4 AC  <  o. 

31.  Les  deux  racines  étant  dans  ce  cas 
imaginaires,  on  aura  pour  la  partie  toute 
réelle  de  ces  racmes  >  laquelle  devra  par 
conféquent  être  prife  pour  a.  Ainfi  il  n'y 
aura  qu^à.réduire  la  fraâion  ^f-  (  en  fâifant 
abftraction  du  figne  qu'elle  peut  avoir  )  , 
en  fraâioo  continue  par  la  méthode  de 
Part.  4^  &  eit  déduire  eniuite  la  férié  des 
fraâioos  convergences  (  art*  10  ) ,  laquelle 
iera  nécefTaircoienc  terminée  ;  cela  fait  ^ 
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on  eHaiera  fucceilivcmenc  pour  les  nu- 
mérateurs de  ces  fraâions ,  &  pour  q  les 
déaomioaceurs  correfppndans  j  eo  ayanc 
foin  de  donner  ï  p  Se  q  \es  nrèmes  lignes 
ou  des  lignes  diiF^reas^  iuivancqueTx  fera 
un  nombre  pcficif  ou  ndgacif.  On  trouvera 
de  certe  manière  les  valeurs  àeptcq  ^  qui 
peuvent  rendre  la  formule  propofec  un 
moindre. 

Exemple. 

'  Soit propoj ée ,pnr  exemple,  la  quantiU 

138  pq+29oq% 
On  aura  donc  ici  -^^=4,9,  5= — xjS  , 
C=ra9o  ;  ddoc  — ^AC^sss^\()6 ,  &  ^ 
=r^5  =:^,  Opérant  donc  fur  cette  frac- 
tion de  la  manière  enfcîgnée  dans  Tart.  4  , 
on  trouvera  les  quotiens  x  ^  &  »  3  >  à  Taide 
defquels  on  formera  ces  fraâions ,  (  voyez 
l'arc.  10  )  , 

^  *  2. ,  3. 

De  (ùTtt  que  lesnombres  à  eflay  er  feront 
'i*,  5,  lypourp,^  0,1,4, 7, pour 
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or,  défiguaat  par  P  la  quantité  propofée  , 
00  croturera 


p 

I 

•  o 

49 

% 

I 

lo  • 

5 

z 

17 

49  î 

d^où  i^oa  voit  que  la  plus  petite  valeur  de  P 
cft  5  ,  laquellcréfulte  de  ces  fuppoficioos 
p=5  &  q=z  •  aioii  on  peut  conclure  ea 
général  que  la  formule  pçopofeene  pourra 
jamais  devenir  plus  petite  que  f ,  tant  que 
p  feront  des  uouibres  entiers; de  forte 
que  le  minimum  aura  lieu  ^  lorlqne  />=^) 

Second  cas  lorfque  W — ^AC  >  o. 

33.  Comme  dans  le  cas  préfcnt  Téqua- 
tioD  Ax*^Bx'^C^o  a  deux  racines 
réelles  irraLiounellcs,  il  faudra  les  réduire 
rune  &  Tautre  en  fraâions  continaes.  Cette 
opération  peut  fe  faire  av  ec  la  plus  grande 
£icîlité  par  une  méthode  particulière  que 
nous  avons  expofée  ailleurs^  ^  qaeooiis 
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croyons  devoir  rappelcrici^d'aucaûcqu'ellc 
fe  dédnic  oatorelletneiic  des  formules  de 
Tarticle  15  ,  &  qu'elle  renferme  d'ailleurs 
tous  les  principes  néceflaires  pour  la  folu- 
tioD  coraplecce  &l  générale  du  problème 
propofé. 

Dénotons  donc  par  a  la  racîae  qu'on  a 
defTein  de  convertir  en  fraôion  continue  , 
&c  que  nous  fuppoferons  toujours  poficivcj 
âcfbiten  même-temps  b  Taucrc  racine^  on 
aura  ^  commçi'on  lait  ^  a^^b  i:sz—>^^^ 

tfj=^;  d'où  — ^ — ~£  i  , 

ou  bien  en  faifanc ,  pour  abréger,     "  '  ' 

a — ,  où  le  radical  \/  E  peut  être 

pofiLif  OU  négatif  ;  il  fera  poficif ,  lorfque 
la  racine  a  fera  la  plus  grande  des  deux , 
&  négacif  j  lorfque  cecce  racine  fera  la  plus 
petite  ;  donc 

Maintenant ,  fi  on  confcrve  les  mêmes 
déopmiaafiofls  de  l'art.  25  ^  il  n  Y  aura  qu'à 
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fubftituer  à  la  place  de  a  la  valeur  précé- 
dente »  &  la/difficulré  no  confiftera  qu'à 
pouvoir  déterminer  lacilcaicnc  les  valeurs 
entières  approchées  m%      à*",  Ç(c* 

Pour  faciliter  ces  déterminations,  je 

mulnplie  le  liauc  6l  Ic  bas  des  fradions 

"'i'—p*  '  p" — aq"  *aq"'—p"'*  * 
pedirement  ^2^A{bq'—p'),A{p" — bij"), 
^(  b  q"' — p"')  ,  Ê  c. ,  &c  comme  oq  a 

^Aab  q  =Ap'-^Bp'q'-j-C  q' , 

ip"—'!9"lip"~h")= ^p'—  ^  (''+^) 

Aif^aq')  {bq'—p')=-^/l^'r  B-^ 
A(aq'-i>')  (j>"-bq") = -ApY'-j-Aapy 
-f  Abp'q  "—  JabqY^^^py—  Cq'q" 

B  W+^'p") +T»/£  (  f         )  » 

A(j,"-aq")  (bq--p-)  =::~^ py+Aap'Y 

+Al'iyf'-Aabq"q"'=-Apy"''Cq''f 
'^ïB{p"q"'+qy")+l y/ E{f*f^y')  , 

&  «oQ  de  fuite  Je  fais,  pour  abroger. 
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Q»=:Jp'  p"  -\-^B(p'f-^c}'p"y^Cq'q" 

Q;"=Jp"  p'-'-^^B  ip';q"'+q"p'")-i-Cfq"', 
&c. 

J'aurai,  àcaufe  de  p"f — fy=i,p"'q" 
formules  fuivantes , 

^    <  p5  

<         f  X  

<  plll     '  >  ^''^^ 

Or,fi  dans  rcxpreflïondcQ"on  met  pour 
p^^ôc  9"  leurs  valeurs  Ai'/i»-}-i  6c  elle 

deviendra >i*^P^-j-Q%* de  mcmc  (ion  fubftî- 

tue  dans  Texpreffion  de  Q'"  pour 
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j"Meurs  valeurs  m" ^ 

elle  fe  changera  en  &  aiofi 

du  refte  ;  de  force  que  Ton  aura 

Pateillcment  fi  on  fubflicuc  dans  Pcx- 
preffioQ  de  P'Mes  valeurs  dep*^&cq^^,  elle 

deviendra  «**P*4-i/*'Q'4*-^i  ^  ^  oalubf- 

tîcuelcs  valeurs  Jcp'"  &c  ^^'"dansrexpref- 

fion  de  P"' ,  elle  deviendra  m*  P"-f-2/»« 
Q"-J*P* ,  &  aiafi  de  fuice%i  de  fonc  que 
Ton  aura 

P'  =M*P'^  +1^  +C 

P"=z=A*^P»  -J-l^^ 

P"  =i"p«"+i/«'"Q"'-f-P" , 
Aiofi  on  pourra  j  à  Taule  d»  ces  fo^^ 
mules, continuer aufli loin  qu^on  voudrale^ 
fuites  des  nombres  0,fà^,f»^^,  Q%  Q", 
&  P%  P%  o  c. ,  qui  dépendenc  comme 
PoQ  voie  mutuelleiiieoc  les  uns  des 
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iButres  y  fans  qu^il  foicnécefTaire  de  calculer 
en  mémc-teraps  les  nombrcs^'',/?'^/?",  6c.^ 

«c         ,  r 

Oa  peut  encore  trouver  les  valeurs  de 
P*,  P",  P"'  ,  £  par  des  formules  plus 
iicnpies  que  les  précddences  »  en  remar- 
quant que  l'ona  i'^=(^^^i-j-v5)^^ — 

ssl  f  ^«  Q«  )^_pî(^»p«  +  X  /  + ^  ) 
c=  <;^^ — ^P*,&aiDfi  de  fuite  ;  c^eft-à-dire 

q^—p^  P"=^iE 


<l'où  l'on  tire 


* 

If 

P' 

p..  ' 

1 1 


tcsnombrcs^,^',  ^'î,5v.,  ccnnc  Jonc 
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trouvés  ainfi ,  on  aura  (  aru  x6  )  ^  la  frac- 
tion continue 

&  pour  trouver  le  minimum  de  la  formule 
^p«^£^y-{-C^%  il  n'y  aura  qu'à  calculer 
les  nombres  p%p\p'\p''\&c.,&cq,q\ 
ç",  &c.  (  art.  25  ),  &  les  cffaycr  en- 
fuiccà  la  place  de  p&cq  ^  mais  on  pcuc  ta- 
corc  fe  difpenfer  de  cette  opération  ,  en 
remarquant  que  les  quantités  P^j  P", 
ne  font  autre  chofc  que  les  valeurs  de 
la  formule  dont  il  s'agit ,  lorfqu'on  y  fait 
fucceffivcment  P=/ ^  p\p'\  &c.,Scq=f^ 
ç%  ,  6c.  Ainfi  il  n'y  aura  qu'à  voir  quel 
t  ll  le  plus  petit  terme  de  la  fuite  ,  P'  , 
P**,  &c*,  qu'on  aura  caiculée  enmèmc- 
tcmps  que  la  fuite  /»S  > 
fera  le  minimum  cherché  ;  on  trouvera  en- 
fuite  les  valeurs  correl pondantes  de  pScq^ 
par  les  formules  citées. 

34..  Maînccnant  je  dis  qu'en  cv^ntînoant 
la  férié  P%  P',  P" ,  &c. ,  on  doit  nécef- 
fairement  parvenir  à  deux  termes  confccu- 
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t\k  de  Hgnes  dtffërens»  &  qu'alors  (dus  les 

termes  iuivans  feront  aulli  deux  à  deux  de 
différens  figncs*  Car  on  a  (  art.  préced.  ) 

(p*— 5^*),  :  or,  de  ce  qu'on  a  démontré 
dans  le  problème  I  ^  il  s^enluic  que  les  quaa- 
rites — yp' — ^^\p'^ — ^9"?  6'^*  3  doi- 
vent être  de  lignes  alcernaciis ,  &  aller  cou^ 
jours  en  diaiiiiuanc  ;  donc,  Çib  cft  wnz 
quantité  négative  ^  les  quantités    — bq""  ^ 

— bq' ,  &c.y  feront  toutes  pofitivcs  ;  par 
conféquent  ies  nombres  P%  P' ,  feronc 
tous  Je  %nes  akcrnatirii  ;  x"^  fi  b  clt  une 
quantité  pofitive  ^  comme  les  quantités 

— aq^ ,  — -J^"  ,  <o'i:.  ^  ex  a  plus  iorte 

raifon  les  quaiuites^-  a^^-^^a  ^  for- 

.         ?         ?  . 

ment  une  fuies  décroiflante  à  Tinfini ,  ott* 

arrivera  nécelTairement  à  une  de  ces  der^ 


tiieres  quantités^  comme quifçra 
<  a— 'h,  (  abftraâion  feice  du  iigae  ) , 
alors  toutes  les fuiirantes/—  ■ —  a,^- — a 4 
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le  IcroDC  auQ]  ;  de  force  que  coûtes  les  quaû« 

feront  n^ceflairetnenc  de  même  figne  que 
la  quancué  a — -h  ;  par  cooiequeûc  les  quaa« 

— ^9'"  >  ,  S'v . ,  à  rînfinî ,  feront 

toutes  de  même  figne  ;  donc  les  aombres 
p"' ,  p^^ ,  6c.,  ftrolu  cou^  de  figues  alter- 
natifs. 

Suppofons  donc  en  général  que  Ton  Ibîc 
parvenu  à  des  termes  de  li^rnes  alternatif 
d:ms  la  férié  5c  que 

foît  le  premier  de  ces  termes  ,  en  force 
que  tous  les  ccrnus  ,  i-'^^f  ^r»,  P^m,  Je, 
àTiniini,  foientalternarîvement  pofirifs  & 
fiég  tifs  ^  je  dts  qu'aucun  de  ces  termes  ue 
pourrîi  être  plus  grand  que  E,  Car  fi  ,  par 
exemple,  P^" ,  P'^ ,  P^ ,  oc.,  font  cous  de 
'  fignes  alternatifs,  il  eft  clair  que  les  pro- 
duits deux  a  deux,  i'"^  P'^,  P'^  P% 
feront  néccfrdirement  tous  négatifs  j  murs 


on  a,  (article  pixced.  )  Q'— .F"P"=£, 
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▼ 

Q»^piv  p^^  Fy  &c. ,  donc  les  nombres  po- 

ficifs,-?"'  p-^_  p«v  ç^^^^^  tous  moin- 
dres que  £  I  ou  au  moins  pas  plus  grands 
que  E  ;  de  iorce  que  >  comaïc  les  nombres 
P*,  P",  P"',  &r.,  font  d*ailleurscous  entiers 
parleur  nature,  les  nombres  P'",  6c., 
&  en  général  les  nombres  P^,  P*+»  ,  Êr., 
(  abflraâion  faite  de  leurs  ligues  )  ,  ne 
pourront  jamais  furpafTer  le  nombre  E. 
Il  s'cniuic  auifi  de-ià  que  les  termes  Q'^ , 
,  S'c. ,  &  en  général  Q^^'  ,  Qa^^  ^  i-c. ,  ne 
pourront  jamais  i^tre  plus  grands  que 

D'où  il  ed  facile  de  conclure  que  les 
deux  fériés  P^  ,  P^+'  ,  P^^* ,  Oc. ,  &  , 
^  £y\  ,  quoique  po^fLcs  à  Plnhai ,  ne 
pourront  être  compofées  que  d^un  certain 
nombre  de  termes  ùifF.Tens,  Cvc»  urmes  ne 
pouvant  être  pour  la  première  que  les  nom- 
bres naturels  jufqu  ci  E  pris  pofitlvcmcnc 
ou  négativement  y  &  pour  la  féconde  ,  les 
nombres  naturels  jufqu'à  l/£  avec  les  frac- 
tions intermédiaires  r ,  &c., pris auffi 
pofirivement  ou  négativement  ;  car  il  eft 

vifible  par  les  formules  de  l^articlc  préc^ 

Hh  3 


dent  que  ic;i  noxnbres  Q^,  ,  Q'",  , 
feront  toujours  entiers,  lorfque  B  fera  pair, 
niais  qu'ils  contien  Jronc  chacun  la  fraclioa 
71  lorfque  B  fera  impair» 

Donc ,  en  continuant  les  deux  fériés  P'  ^ 
P^',  P"^  ,  &  Q' ,  Q'^  ,  &c.,  il  arri- 
vera nécelTdiremenc  que  deux  termes  cor- 
refpondans ,  comme  P*  &  Q^,  revien-* 
dronc  après  un  certain  intervalle  de  ter* 
mes  y  dont  le  nombre  pourra  toujours  être 
fuppofc  pair  ;  car ,  comme  il  faut  que  les 
mêmes  termes  P*  &  Ç)*  reviennent  en 
même- temps  une  mfiQicd  de  ibis  >  à  caufo 
que  le  nombre  des  termes  difFcrens  dans 
Tune  &c  dans  l'autre  f<^rie  tù.  limité^  &c  par 
toiiL\;|Ucur  auHi  le  nombre  de  leurs  corn- 
binaifons  différentes ,  il  ell  clair  que  â  ces 
deux  termes  rcvcnoienc  toujours  après  un 
intervalle  d^un  nombre  impair  de  termes^ 
}I  n^y  auroic  qu'à  coiiliJérer  leurs  recours 
alternativement  9  &  alors  les  intervalles 
fcroient  tous  comporcs  d^ua  nombre  pair 
de  termes^ 


i..iyui^(jd  by 


On  aura  Jonc,  eu  tlcuoianc  par  ,  le 
nombre  des  termes  intermédiaires 

&  alors  tousles  termcsP^  ,  f  *+',  ^c, 

reviendront  auiS  au  bout  de  chaque  inter- 

vale  de  2P  termes.  Car  il  cil  facile  de  voir 
par  les  formules  données  dansj'arcicle  pré* 
cèdent  pour  la  dcccrmination  des  nombres 

F",  P'",  ,  que  dès  qu'on  aura  p-^^*? 
s=:Pi^,  &  Q^*«f5=:Q*  ,  oD  aura  aufli  /ft*+«f 
^/i^* ,  cnfuice  =       &  Pî^+a^+i 

donc  auffi  ^*+»r^«a=r^*^+»f ,  &  aiofî 

de  fuice* 

DonC;  fi  n  eft  un  nombre  quelconque 
égal  ou  plus  grand  que  &  que  m  dénote 
un  nombre  quelconque  encier  pofitif  ^  on 
aura  en  général  '  > 

pn+»in(.~Hri,  Qn+*«f=Qn,  ^n-^f—^U; 

de  forte  qu'en  connoiflant  les  ^r+Zf  pre** 

miers  termes  de  chacune  uc  ces  crois  fuiccs^ 

on  connoltra  auflî  tous  les  fuivants^  qui  ne 
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feront  autre  chofe  q'je  les  i?  derniers  ter- 
mes répétés  à  Pinfini  dans  le  même  ordre* 
De  tout  cela  il  s'enfuie  que  pour  trouver 
la  plus  petite  valeur  de  Bpq-^-  Cf, 

il  fuiEt  de  poulicr  les.  fcries  ,  , 

6'r.,  &  Qy ,  Q''  ,  6\  .  jufqu^à  ce  que 
.deux  termes  correlpondans ,  comme  F'^  ôc 
/eparoîflent  enfenvMe  après  un  nombre 
pair  de  termes  intermédiaires  ^eniorce  que 
Ton  aie  P*+«p=Fs  &  Q*+»»=Q*;  ^lors  le 
plus  petit  terme  de  la  lériei  **,  i^*,  P", 
P*'*'v  Iwi  u  \c  minimum  cherché. 

35.  SI  le  plui  petit  terme  delà  féric  F° , 
P» ,  P*%  â'c»  >  P^+'P  ne  (e  trouve  pas  avant 
le  terme  P^,  alors  ce  tcriiic  rcparoîtra  une 
infinité  de  fois  dans  la  même  fuite  prolon- 
gdc  a  riufini  j  ainli  il  y  aura  alers  une  infi- 
nité de  valeurs  de  fi  &  de  ^  qui  répondront 
au  miniin  m  ^  ôc  qu'on  pourra  trouver 
toutes  par  les  formules  de  i'art.  2. 5  >  en  conti« 
nuanc  la  lérie  des  nombres -"'j/'  ',^'"a6'c*^ 

au-delà  do  terme  iK'ft^par  la  répétition  des 
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mêmes  termes  ^*+«^^«+»  ^  ^c,,  comme  on 

l'a  die  plus  haur. 

On  peut  aulfi  dans  ce  cas  avoir  des  for*- 
iiiales générales  qui  rcprdfentcnt  toutes  les 
valeurs  de  p  6c  de  q  donc  il  $'agic  ;  mais  le 
dccail  de  la  méthode  qu'il  faut  employer 
pour  y  parvenir  noas  meneroic  trop  loin  ; 
quant  à  préfenc  ,  nous  nous  conccnccrous 
de  renvoyer  pour  cet  objèc  aux  Mémoires 
de  Berlin  dcjà  cites  ^  an.  t'y  68 
&  fuiv. ,  où  Ton  trouverai  une  théorie  gé- 
nérale &  nouvelle  des  fi-aâions  continues 
périodiques. 

COKOLLA^IRH  II. 

^6»  Nous  avons  démontré  dans  Part.  34 
qu'en  continuant  la  féricF  ,  P",  P"',  &c,, 
on  doit  trouver  des  termes  confécutifs  de 
iîgncs  difFérens.  Suppofons  donc  par  ex. 
que  P*"  &  P*^  foient  les  deux  premiers  ter- 
mes de  cette  qualité^  on  aura  néceflàire- 
mène  les  deux  quantités  />"* — hq'"  Se 
'^hq'''  de  mêmes  fij^nes  ^  à  cauié  que  les 
quantités/?'" — icp'''—aq'''  font  de  leur 
nature  de  différées  figncs.  Or ,  en  mettant 


I 


49^  Additions^ 

dans  les  quantitdsp" — p^' — ^q'^'i  S'^- * 
les  valeurs  de p^jp""',  é^c,  j%j''',&c.,(arc* 

25  )  ,  on  aura 

JU'oii ,  i  caufc  que      m'  ,  6c. ,  font  des  • 

nombres  policifs ,  il  eft  clair  que  toutes  les 
quantités  — bq'.p"'', — bq^'^  &c.,à  Pinfinî, 
feront  de  mêmes  fignes  que  les  quantices 
p'" — i^"'  & p'" — par  conféquent  tous 
les  termes  F",  F\  &c. ,  à  Tinfinî, 
auront  alternativerocnc  les  fignes  plus  & 
moins. 

Maintenant  on  aura  par  les  équations 
précédentes 

OU  les  quantités^--- — r2 —  

feront  toutes  policivcs. 


■ 
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Donc ,  puifquc  les  nombres  a*'^,       ' , 
€'c»^doiveDcècre  cous  entiers  poiicif  s^âj/;.  ) 

la  quantité  \     1^^^  devra  être  pofitive 

&  >  I ,  de  même  que  les  quantités^  ^ 

:^-II^?-,&Co  feront  pofitivesôc  moindres 

que  Tunité;  de  force  que  les  nombres  ^ 
#t^%  £c.,ne  pourront  êcrcque  les  nombres 
entiers^  qui  font  imme'diatcuîcnt  moindres 

pvi  J^qyi     «VII  ^^vii 

que  les  valeurs  dc-p~j^,  -p^^T  ' 

quant  au  nombre^''',  il  fera  aufli  <fgal 
-au  nombre  entier^  qui eft  immédiatement 

moindre  que  la  valeur  dc^^^_^^^^>  touccs 
on  aura 


les  fois  qu^on  aura  ^-^r^  <  ^-  Ainli ,  ^ 


49^  Additions. 

le  fignc  <  placé  après  les  nombres  f^^^ 
fi',  &c»,  dénotant,  comme  plus  haut ,  les 
nombres  entiers  qui  lont  immédiacemenc 
au  -  deilous  des  quantités  qui  fuivent  ce 
même  figiie. 

Or ,  il  eft  âcile  de  transformer ,  par  des 
rédudious  iemblablcs  a  celles  tic  Tart,  33, 

les  quanncés^L_ ,  &c.,  en 

plus  la  condition  de^—;^ — <  i  peut  fc 

_piii  ^^iii_ptii 
réduire  à  celle-ci  — t; —  <.  ^ 


laquelle,  à.caufe  dc^^^  i.  aura 

fûremcnt  lieu  lorfqu'on  ^ura — =  ou 

;<  I  ^  donc  on  aura 
«T    Q^y^    r  — P'"_ 
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En  combinant  ces  formules  avec  celles 
At  Part.  3  3  ,  qui  renferment  la  loi  des  fériés 

verra  aifément  que  fi  on  fuppofe  donnés 
deux  termes  correfpondans  de  ces  deux 
fériés,  donc  le  numéro  foit  plus  grand  que  3, 
on  pourra  remonter  aux  termes  précédens 
jufqu'à  P"'  ic      ,  te  même  jufqu'aux  ^ 

 Prix 

termes  P'^"^  5c       fi  la  condition  de — 

:=ou  <  I  a  lieu  ;  en  forte  que  tous  ces 

tci  aics  feront  ahfolumcnc  dcccrmincfs  par 
ceux  quW  a  fuppofé  donnés. 

En  effets  coiia  wlTanc ,  par  exemple  ,  P*« 
&  Q^^,  on  connolcra  d'abord  P""  par  Téqua- 

tion  Q  — P^^=i  £  ;  enfuite  ayant 

&  P^,  on  trouvera  la  valeur  de^%  à  l'aide 

de  laquelle  on  trouvera  enfuite  la  valeur 

de  Qj  par  Tcquacion  (2^'==^^P^-{-Q%-  or,  ' 

réquatîon  Q'— P"P^=;S  donnera  P'^  ; 

_piii 

&  fi  on  fait  d'avance  que — -p^à  nt  être 
.s=  ou  <  I  ^  on  -trouvera     ^  après  quoi 
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&  cnfuitc  P'"  par  celle-ci,  P"'P" 

De-là  il  eû  facile  de  cirer  cette  conclu*^ 
fion  générale ,  que  î\  P^&c  P^+»  font  le» 
premiers  termes  de  la  féric  ,  P^' ,  P'", 
év.,  qui  fe  trouvent  confccunvciîicnt  de 
4ifiiéreDs.ligQes9le  terme  P^»  &iesfuivàqs 
revicûdrQiu  toujours  après  un  certain  nom* 
bre  de  termes  intermédiaires  >  &  qu'il  en 

fera  de  même  du  terme  P^.  fiTon  a^^ — • 

:=ou  <  I. 

Car  imaginons^  comme  dans  Tart.  34  ^ 
que  Pofi  ait  trouvé  P^^*f=V* ,  Se 

&  iuppuions  que  ^  foit  >  c'eft^» 
à^dire  h^a+i'  ;  donc  on  pourra  d'un  côté 
remonter  du  terme  P^au  terme  P^t'ouPS 
&  de  l'autre  ,  du  terme  P'^h  au  terme 
Pm^-h  ou  P^*'p;&c  comme  les  termes  d'oil 
l'on  part ,  de  parc  6c  d'autre,  fontégaux  , 
tous  les  dérivés  feront  aufli  refpeâivemenc 
égaux  i  de  forte  qu'on  aura  P^+^f^i—sP^'^^ 

ou  même  P^^'f;=:P^,  fi  =-;7=ou  <  i« 
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Par-li  on  pourra  donc  juger  d'avance 
du  comineQcemenc  des  périodes  dans  la 
iLiic  P%  P%  P"  ,  P"',  &c.,&L  par  confé- 

quent  auili  dans  les  deux  autres  fériés^  Q^^ 

Q!,  Q",  Oc.,6l  f*,  ,  ,  6'c.; 
mais  quant  à  la  longueur  des  périodes^  cela 
dépend  de  la  nature  du  nombre£^2cmcme 
•  uniquement  de  la  valeur  de  ce  nombre , 
comme  je  pourrois  le  démontrer,  fi  je  ne 
craignois  que  ce  détail  ne  me  menât  trop 
loin. 

yj.  Ce  qu^on  vient  de  démontrer  dant 
le  Corol.  préc.  peut  fer  vir  encore  à  prouver 
ce  beau  théorème  :  Que  toute  équation  de 
la  forme  p' — Kq  ==i  ,oùlLefi  un  nom* 
Ire  entier  pofitifnon  carré ^  &  p  &  q  deujù 
indéterminées  ^  eft  toujours  réfoluble  em 
nombr'es  entiers. 

Car, eti comparant  la  formule /i^K^ 
avec  la  formule  gtinu a!c  /jp^-\-  Bpq  f-  ' , 
on  a^=i,  B=zo,  C= — K  ;  donc  E 


(  33  )•  Donc  /^°=i ,  QyssQ  '^  donc  0 
<!//(:,  Q^=A.,&  P«=^*— 71;  d  ou 
Ton  voie  1°  que  P*  cil  négatif ,  &  par 

confëquent  de  ligne  différcnc  Je  P°;  1^  (^uc 
— P'  eft:==ou  >  I ,  parcd  que  K  ic  m 
font  des  nombres  caucrs  ;  de  forte  qu'on 

aura  — ^=ou  <  i  ^  donc  on  aura ,  (  arc 

préc.  )  A =0 ,  Se  P*<'  =  P*»=i  ;  de  forte 
*  qu'en  continuant  la  féric  P%  P",&c., 
le  terme  Pr=i  reviendra  néceifairemenc 
après  un  certain  intervalle  de  termes;  par 
confôqueqt  on  pourra  toujours  trouver  une 
infinité  de  valeurs  de  /?  &  de  j  qui  rendent 
la  formule    — K    égale  à  l'unité* 

COHOLJ^AIRB  IV» 

38.  On  peut  aufli  démontrer  cet  autre 
thioTèmc:Ç)uefi  Pêquatian  p*— Kq  =  4IÎ 
^Jl  réJoLubU  en  nombres  entiers  ^  en  fuppa^ 
fant  R  un  nombre  pofulfnon  carré  ,  &  H. 
un  nombre pojiu/i^  moindre  que  le9 
nombres  p  &  q  doivent  être  uls  que  oit 
me  des  fraciions  principales  convergentes 
vers  la  valeur  de 

Suppofons 


jt  3>  2^  X  t  t  O  îr 

Suppofons  que  lefigae  fupérieur^dolvc»  * 
avoir  lieo,  en  forte  que — K  q^—Hf 
donc  ôA  aura  p       [/ &  1 

deux  nombres  entiers  poiuiis  r.fic/mom- 
,  dres  que  picqy  &  tels  que  pf—qr=:t  , ' 
ce  qui  cft  toujours  poliibie,  comme  on  Ta 
démontré  dans  Part.  23  ,  &c  l'on  jura^— 
^t/;  donc  retranchant  cette  équation  dê  ' 
la  précédente ,  il  viendra  7—  {/k  " 

de  forte  qu'on  aura 


Or,  comme  t  >  U^KScH  <,  l/K,il  eft. 


|/iC  fera        donc -^il 


2o.7;^  IL  l  i 


1er  a  a 


498  Al>niT!10NS. 

plus  force  raifon  <  ^,  puifque /*<  q  ;  de 
forte  que  r^f\/K  fera  une  quaociré  né- 
gative ,  laquelle  prife,  podcivemeoc  fera 

Atnli  eo  faifanc  ^K^a,  on  aura  les 
deux  quaniices/? — aq  4c  r^af  affuiécies 
aux  mêmes  conditions  que  cellesde  Part.  13  ; 
on  y  pourra  par  coDféquent  appliquer  U 
même  anaîyfe  de  Part.  2^  ,  6c  on  en  tirera 
des  concluiions  femblables  ;  donc,  &c« 
(art.  2.^  )  ,  fi  Ton  a  voie  — Ki^^— — H, 
alors  il  fâudroicchercher  icsnombresr&y^ 
tels  que  pf—qr=, — i ,  &  l'on  auroic  ces 
deux  équations 


Comme  H <  i/^X  ic/<  q,  il  eit  clair  que 

f  H 

TçyKlfï)  <  '  i  fofce  que  la 
q«aQt«é/|/jK— r  fera  négative;  or,  je  di» 
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A  n  ]>  I  t  t  û  Ht  s. 
que  cette  quantité  prife  pofitîvemeat  ht*. 
plus  grande  que  q  VK-^  s  pour  ceja  U 

fiutddmontrerquer^  i-^  —  ^ 

favoir  |/X-f«>H-f  "  ;  mais  jFf< 
C^J/'-)  >  ^onc  il  fuffit  de  prouver  que  S 
^>^^ou  bien  que  p>J  VK  -^  ç'dt  ce 
qui  eU  évulcnc  ^  à  caufe  que  la  quantité 
f\/K^r  étant  négative  ,  il  faut  que  r 
>/ 1^    9  &  à  plus  force  raifoa  p>JvK^ 
puîfque/?>r. 

Aiofi  les  deux  quafititës  />— -f  ]/k  6c 
f^/y^ K  ,  feront  de  iliftercns  lignes  ^  & 
la  féconde  fera  plus  grande  que  la  prç^ 
miere,  (abûraûiop  faite  de$  %ae&)^coinm9 
dans  le  cas  précédent  j  donc  ,&cc. 

Donc ,  iorfqu  'on  auraà  réfoudf e  ennooi* 

t>res  entiers  une  équation  de  la  forme  . 
^Kg^z==r^H,  ou  H<\/K,  il  aura 
qu'à  fuivrcles  mêmes  procédés  de  l'art.  33^ 

âî&nc ,  £ss:o  &  C=^— éc 


I 


5C0      j4  î}  n  I  r  i  a  Jr 

fi  daos  la  féric  F,  P'*,  ,  P*^p  , 
on  rencontre  un  terme  B=r^  H,  on  aura 
k  réfolotîon  cherchée ,  finon  on  fera  afluré 
^ue  r^tiation  propolée  n'admet  ablolu- 
ment  aucune  folution  en  nombres  entiers» 

•   ;  '  *  Remarque. 

3  Nous  u^avons  confideré  dans  Part.  33 
qu^une  dés  racines  de  l'équation  ^sf-^Bx 
^C=ô,  que  nous  avons  luppofe'  pofitive  y 
fi  cette  équation  a  fes  deiix  racines  po(iti« 
ves ,  il  faudra  les  prendre  fuccelEvcmenc 
pour  a ,  &  faire  la  mAme  opération  fur 
Tune  que  fur  Tautre  ;  mai»  liTune  des  deux 
racines  on  routes  deux  éroient  négatives , 
alors  on  les  changeroic  d'abord  en  poiîti-* 
ves,  en  changeant  feulement  le  Cgne  dçB , 
&  on  opéreroit  comme  ci-delTus;  mais  en* 
fuite  il  fauJroit  prendre  les  valeurs  de  p&i 
de  f  avec  des  fignes  diffëreos ,  c'eû-à-dire 
runcpofitivement  &c  raucrenégativemcntj 
(  art.  29  ). 

Donc,  en  gc'néral,  on  donnera  à  la  valeur 
de  B  le  figne  ambigu  +  ^  de  mime  qu'à 


Addition 

y  E ,  c'cft-à  dire  qu'on  fera  ÇS»  +  |  S 

&c  qu^oB  mettra  +  à  la  place  de  V^iî\  6t 
'û  faudra  prendra  ces  fignes ,  enforte  que^ 
la  racine  ' 


A 

foitpofitive^ccquî  pourra  toujours fe  &ife 
de  deux  manières  différentes  ;  le  ligne  fu* 
prieur  de  B  indiquera  une  racine  pofitive^ 
auquel  cas  il  faudra  prendre &  ^  cous  deux 
de  mêmes  fignes  ;  au  contraire ,  le  figne  in« 
ii^rieur  de  Q  îiidiquera  une  racine  négative, 
auquel  ca!»  les  valeurs  ée  p  Scq  devront 
être  prifes  de  iignes  diitérens. 

E       B  M  P  L  B. 

40.  On  dèmandt  quels  nombres  entiers 

il  faudrait  prendre  pour  p  &  q  ,  afin  que 
ta  quantité 

devifU  la  plus  petite  qu^il  ejl  pojjfibie* 

Comparant  cette  quantité  avec  ia  for-* 
mulé  générale  du  pA>blcme  III ,  on  aura 
^5=9,  £5=— 118,  C=378,  donc  h\ 
^j^AC^ii6  ;  d'où  l^oo  voit  que  ce  cas 

Ii3 


5o^      A  D  J>  X  T  X  o  » 

fe  rapporte  à  celui  de  i^art.  33,  On  fera 
donc  E^'iiS  &c  ^1/^  =  1/79,  où  Pon 
remarquera  d'abord  que  |/^79  >  8  &  <  9  ; 
de  lorce  que  dans  les  formules  dont  il  ne 
s^agira  que  d^avoir  la  valeur  entière  appro- 
chée  ,  on  puurra  prendre  fur  le  champ  à 
la  place  du  radical  I/79  le  nombre  8  ou  ^, 
fuivanc  que  ce  radical  fe  trouvera  ajouré 
ou  retrâtiché  des  autres  nombres  de  Iff 
.   même  rormule. 

Maintenant  on  donnera  tant  à  B  qu^à 
le  figne  annbigu  +         on  prendra 
enfuite  ces  figncs  tels  que 

9  • 

feit  une  quantité  pofitive  (  art.  39  )  ;  d^oii 
l'on  voie  qu'il  iauc  toujours  pre no rc  lefigne 
fupérieur  pour  le  nombre  59,  &que  pour 
le  radical  k  79  on  peut  prendre  e'galcmeoc 
le  fupérieur  Se  l'inférieur.  Ainfi  on  fera 
toujours  Q^'ir-—!  U  ^  6c  V^E  pourra  être 
pris  fucceflivement  en  plus  &:  en  moins.  ^ 
Soit  donc  1^  7        =     79  aveclefigno 

poficif  ^onferd  (  art.  33  )  le  calcul  iuivaM  : 
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Il  "  Il  1' 

1  1 


i>  II 


•  t  A  •>  • 
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«  I 
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Si 
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It  II 


^ 
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/]  il 
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A  A  A 


I  ^ 
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m  M 

M 
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f 

1 

0» 

+  1 

1  M 

+  1 
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r 


1 


Il  II  II  II  il  il 


504  Anj^iTiiONs^ 

Je  m^arréce  ici  j  parce  que  je  vois  que 
Ç;''—(^,  &c  P'"=F,  &c  que  la  diffë- 
reflce  encre  les  deux  numéros  1  6cy  eâ 

paire  ^  d'où  il  s^cnfulc  que  tous  les  termes 
fuivans  feront  aufli  les  mêmes  que  les  pré- 

cédens;  ainiiua  aura  (^'''=4,  Q''"=;= — 

de  forte  qu'on  pourra,  fi  Ton  veut ,  conti- 
nuer les  fériés  ci^-deflus  à  Tinfini ,  en  00 
faifant  que  répdier  les  mêmes  termes, 

%^  Prenons  maintenant  le  radical  |/  79 
^vec  v^n'iîgnc  négatif;^  ^  le  calcul  fera 

comme  il  fuit  : 


.  kjui^  jd'by  Google 


/ 


A  1>  D  J 

fO  fO 

Î5  <  * 

H  •  •* 

"  Il       1'  Il 

ON  •  O 

H  7 

-h      +  I 

r   II  %  I 
I   II  I 


T  I  o  n  9^  50f 

w      <^  ^'O 

^  H         •«  M         M  o 

^  M  M 

M 

Il  II  II  II  II  |[ 

UJ     •      ON   •     ^.^  I 

Il  t  " 


co 

II 


0>    »     "  ^ 

*^    ^    rf^  W 


Il      il       II       fi  I 

L  II    I    \  l 


"<  < 

M  M  »i 

Il    îf  II  II 

I  -^J  M  I  3  1 

4>  |o« 


Il  II  II  II  II 


I  On 

3|T  i M     T  i  i  I  *1 

|4>       |<«0       l<0       '«O       f'X»          ^          C<  IvO  is 

J!  f  I  f  n  f  i  f  !! 

0\        *vj    ^     ^  On  s. 


I  *1  i 


II 


*       <  < 


"ïî  > 

AAAAA  AAAAA 


1  1 

1 

1 

1 

oo 

1 

f 

+  f 

■¥  1 

O 

r"  >j 

1 

1 

^  1 

il  II 


I  11 


Il  11  II  11  11  II 


On  peut  s^arrècer  ici  ^  puifque  l'on  a 
trouvé  Q"=Q'"  &P^=:P%  &  que  la 

différence  des  ouméros  9  &  3  çft  paire  i 


^o6  j4ddjtions. 

car  en  comimiant  les  fériés  nn  né'  rctroa- 

v^froic  plus  que  les  mêmes  termes  qu'un  a 
déjà  trouvés. 

Si  on  confidcre  les  valeurs  des  termes 
p°  , ,  p'* ,  p**'^  Jt.,  rrouvccs  dans  les  *  1 
deux  cas ,  on  verra  que  le  plus  petit  de  ces 
termes  cil  égal  à— 3;  dans  le  premier  cas 
c^eft  le  terme  P"'  auquel  répondent  les 
valeurs  p'^'  &  9"'  ;  &  dans  le  fécond  cas, 
c'eft  le  terme  P*'  auquel  répondent  les  va-  > 

leurs  /:'^  <5c  r^^. 

D'où  il'S^enfuit  que  la  plus  petite  valeur  | 
que  puilFe  recevoir  la  quantité  propolee 
cft— 3  ;  &  pour  avoir  les  valeurs  dep&c  q 
qui  y  répon  lent ,  on  prendra  dans  le  pre- 
mier cas  les  nombres  /t .  ,  ^"  ,  favbîr  7, 
i  &c  Ton  en  formera  les  fradions  pria^ 
cipalcs  convergences  7^  f ,  ^  ;  la  troifieme 

fradion  fera  donc—  ,  eiiforte  que  Ton 

aura  p»"^iç  ic  ^'"=x;  c'eft-à-direque 
les  valeuis  cherchées  feront  p=ij  q 
ssi.  Dans  le  fécond  cas  on  prendra  les 
nombres /I,  favoir     i>    3 j 
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lefqucls  donneront  ces  fraûions.7,  7, 
Ç  ;  de  forte  qu^on  aura  p'*=39  &  7  ; 
donc  pss  ^^.ic  q='j. 

Les  valeurs  qu'on  Vient  <Je  trouver  pour 
p  àc  q  dans  ie  cas  du  minimum  ,  font  auifî 
les  plus  petites  qu'il  ell:  pcffible  ;  raais  on 
pourra ,  fi  Ton  veut ,  en  trouver  fucceSi- 
vemcn^  d'autres  plus  grandes ,  car  il  efl: 
clair  que  le  même  terme      3  reviendra 

toujours  au  bout  de  chaque  intervalle  de 

fix  termes  ;  de  forte  que  dans  le  premier 

cas  on  aura  P'"  =—  3 ,  F'  =—  3  ,  P"^ 
= —  3 ,  &c. ,  &  dans  le  fécond ,  P'^'ss—  3, 
P''=5=— 3,  3,  St*.  Donc  dans  le 

premier  cas  on  aura  pour  les  valeurs  fatis- 
*&ifances  àc  p  &c  q  celles-ci,/?"*,  y'^*, 
p'* ,  q'* ,  p'^y  Ç ,  ,  &  dans  le  fécond  cas 
celles-ci  q'\p\  q%p''' ,  q^"',  &c.  Oc, 
les  valeurs  fi,  /«' ,  ,  fir. ,  font  dans  le 
premier cas7,  1,1,  5,  3,  i, 
3>*>'^  5  ,3,6c.,àPinfini,  parce 

que  A^"'=  &  =  y' ,  $c.,  atnfi  il  n'y 
aura  qu'à  former  par  la  mcftliode  de  Tare. 
%o  les  fraâions. 


5o8      Addition  si 

7  ^  I  *  I  *  ?  ^  9  >  2. ,  T  ,  I ,    I  ,  5. 

Z      £     il     ^5     264     611     8-r«i      14R6        236T  IJiql 

&  on  pourra  prendre  pour  p  les  numcra- 
ceurs  de  la  croifiemct  de  ia  neuvième ,  &c. , 
&:pour  g  les  dénomioaccurscorrcfpuudâQs  ; 
on  aura  donc  psi  5 ,  ^=sx  ^  ou  p=%^6ï^ 
^£^313  ou , 

Dans  le  fécond  cas  les  valeurs  de  , 
6rc.,  fcronc  S  »     i ,  3,  5,  i,  î,  i, 
3^  S  ^  ï  1 1 .  I  >  ^  *  S'^- 1  parceque  iift=^"', 
^^fi^ ,  &c.  On  fermera  donc  ces  fraC' 
tions-ci ,  .  . 

$t  i>  Il  3f,5>       i>ï>  S» 

JL    i   1*     îl9  îli  fil  l2£ 

31968  A 

&  les  fraâions  quatrien^s  ^  dixième ,  ^ 
donneront  les  valeurs  depÔcq  ,  lefqueliesL 
ieronr  donc  ps=^i^ ,  q=q  $  ou  /7=^2.X5  ^ 

De  cecce  manière  on  pourra  donc  croii« 

ver  par  ordre  couccs  les  valeur:^  dQ £  &c  ^, 


qui  rendront  !a  formule  propofée  =  —  3, 
valeur  qui  eft  la  plus  petite  qu'elle  puiflê 
recevoir.  On  pourroit  même  avoir  une 
formule  géaérale  qui  renfermât  routes  ces 
valeurs  de  /;  &  de  ^  ;  on  la.trouvera^  fi  Voa 
en  eft  curieux  ,  par  la  méthode  que  nous 
avons  cxpcfée  ailleurs ,  ôc  donc  nous  avons 
parlé  plus  haut  (  art.  35.  ) 

Nous  venons  de  trouver  que  le  mini^ 
mum  de  la  quantité  propofée  eft  —  3  >  & 
par  conféquenc  négatif;  or^  on  pourroit  pro- 
pofer  de  crouver  la  plus  pccicc  valeur  pofî* 
CJTe  que  la  niième  quantité  puiâe  recevoir  , 
alors  il  n'y  auroït  qu'à  examiner  les  fériés 
P*,  ,  P"  ,  P"' ,  &c. ,  dans  les  dcu«  cas , 
&  on  vcrroic  que  le  plus  petit  terme  poli- 
df  eft  5  dans  les  deux  cas;  &  comme  dans 
le  premier  cas  c'cft  P*^,  &c  dans  le  fécond 
P»M  qui  eft  =:  5  ,  les  valeurs  de  p  &  de  y , 
qui  donneront  la  plus  petite  valeur  poficivc 
de  Jà  Quantité  propofée  feront  p^"^,  q^^,  ou 
ou  p^,  ,  ou^c.  j  dans  le  premier  cas»  5c 
ptxT  ^  ^i"  ^  OU  -p",  St.  ,  dans  le  fecfbnd  ; 
de  forte  que  l'on  aura  par  les  fraftioai 


ci-dclTus  jP==83  ,  j=n  ,  ou  p=ii'^x()i  , 

qsssl'jit,  &c. ,  ou  pssati  I,  j=sx  ,  ^=^1843» 

js=33i  ,  6v. 

Au  rette  ,  on  ne  doit  pas  oublier  de  re- 
marquer que  les  nombres ^  6rc,  ^ 

trouvci>  «.laniï  les  deux  cas  ci-dciïus ,  ne  fonc 
autre  chofe  que  les  termes  des  fraâioof 
concinues  ,  qui  reprdfcncenc  les  deux  raci- 
Des  de  l 'équation 

De  forte  que  ces  racines  feront 

T 

expreifions  qu^on  pourra  continuer  i  Tifr* 

£ni  par  la  fimple  répécicion  des  mêmes 
nombres* 

AinH  00  voie  par-là  comment  on  daic 
sY  prendre  pour  réduire  en  fraâions  coo« 
tinues  les  racines  de  toute  àjuaûon  du  fk^ 
cond  degré* 
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S  C  H  O  L  I 

41.  UuUr  a  donpé ,  dans  le  tome  XI 

des  nouveaux  Coimnencaires  de  Pécers- 
bourg ,  une  méthode  analogue  à  la  précé- 
dente ,  quoique  déduite  de  principes  u;i  peu . 
difFérens  ^  pour  réduire  en  fraâion  continue 
la  racine  d'un  nombre  quelconque  encicr 
non  quarré,  &  il  y  â  joint  iine Table  où  lef 
iiraâions  continues  iont  calculées  pour  tous 
les  nombres  naturels  non  quarrés  jufqu'à 
I  xo.  Comme  cette  Table  peut  être  utile  en 
diiicicntes  occafions,  &  fui-cout  pour  ]j 
folution  des  problèmes  indéterminés  du 
fécond  degré  ,  comnie  on  le  verra  plus  bas 
(  §.  VII),  nous  croyons  faire  plaiiir  à  nos 
Lecteurs  de  la  leur  prcfcnccr  ici  \  on  re- 
marquera qu'à  chaque  nombre  radical  il 
répond  deux  fuites  de  nombres  entiers  ;  la 
fupérieure  eft  celle  des  nbmbres  P^—^P^ , 
P",  —  ^"S  &€.,&.  rinférieure  eû  celU 
des  nombres  ^ ,  n\        '  &c. 


«y  m 
V  1 

1  1  I  I  ^tf. 
t  a  a  a  ^c* 

K  3 

iiiaïai^tf. 
j  X  2  X  a  t  a 

1  X  X  1  fri;. 
X  4  4  4  *c. 

1  a  x  a  X  a  X 

2  1  4  a  4  a  4  frf. 

^7 

x^ajx^a^ifi'c. 

K  O 

14x4141 

:  I   1  1    1   T    :  ^  > . 

\j/  T  O 
r  XL/ 

X   X  X  X 

^  6  6  6  fi-c 

l/  1  T 
K  1 1 

I  2  I  2  «  2  I 

9  !)  é  9  6  9  6  ^r. 

K  1  2 

1  3  I  3  I  3  I  <^c. 
9  a    a  6  a 

I  4  3  3  4  ^  4  3  3  4  1 

3  X  X  X  X  6  X  I  T  X 

X  5  2  $  T  $   2  5  X  &C. 

3xax6xai6^c. 

%y  le 

I  5  I  (  I  6  X 
:}i^x6'i<»c 

K  17 

1  I  X  X  X  fi'C. 

48888**- 

121212121  fi'C, 

448484  S  48  t'C. 

'  3  S  *  5  3  I  3  5  ^  S  3  1  *<^« 
42x3x282x^x28 

X  4  1  4  I  4  X  4  I  &c. 

4:A828a8a8&c. 

IS434S i$434i^** 
4xxai[x8ixaix8*«. 

*  

xi-3a3^x63lB6x 

4Xa4ax'^i24-''S 

« 


b  n  ï  ^  jt  b  ir 


1^23 

171717*71^^. 

4  I  3         r  ;  I  g  6-c 

1  8  I  8  I  8  t  £  ' 

(  I  ^  I  8  I  8  e-c 

1                                                                Si/             lu  f 

1  yo  i«  2*  6't-, 

1/27 

t  a  t  a  t  1  j  ' 

5  92:;  10  3  a  3  lo 

'4$$4  «4<»4  '«c. 

5  ^  I  I  1  10  2  I  1  a  fO  ^e. 

■   »  .   - 

5  2  10  a  10  a  !•  ji  le  ^tf. 

)  '  I  3  S  9  I  r  to  f  r  •c. 

1  H  3  i>    1  a  3  8   1  frc.                 ■  .    .  .  ^ 
f  I  a  f  to  t  &  t  10 

✓  34 

«  9  a  9  1  9  a  9  i  ^tf.                    "  '"' 

$  t  4  t  10  r  4  r  ro 

1/35 

î  10    I  10    I  10    I  10  ^c,  '" 

>     T  TO     î  to     r  »o     I  «.^ 

6  12  12  ra  ta 

1^38 

«  a   j    a   1  a   1  ^tf.            >  -   >  *  1 

^  <  12    5  12  6  13 

I  3   I  3   i  3    I  ^c.            '  "'            1  -  ..j 
6  4  ta  4  12  4  12  &c. 

'O 

14  14   «  4   »  «"e.  - 
3  11  3  la  ^r. 

^4' 

î  M   115   i  ^t, 

é  2  2  12  2  z  1  1  ^e, 

 ~  —  J  k  '  .^mt 

✓41 
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1/43 

17639-  ,,367    176  Gtc. 
6  t  T  ^  I  ^  I  ^  1  I  12  1  I 

1/44 

»/45 

194^49    *94S49  '94 

61222111122211211  Cc. 

ijo  376525673  10    1103  &c, 
6    Z911262113    112  6rc» 

1/47 

111211    iifîii    1  &e. 
6   I  s    I  X2   i  %    i  11  &c 

1/48 
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Aiali  on  aura ,  par  exemple , 

z  + 1     >  &  aiafi  desautrcs. 

Et  fi  on  forme  les  frayions  convergentes 

-jO  «IX  -lit 

^-7, -rr,-—,£'c., d'après  chacuuc  de 
y*  ^'  y"  ^ 

ces  fraûiçns  continues  on  aura 

Nil  II 

i?^ — 3  î'— i ,  ô'c. ,    de  même , 
it       '  Il 


PARAGRAPHE  III. 

S  ur  ta  réfolutlon  des  Equations  du  premier 
degré  à  deux  inconnues  en  nombres  entiers^ 

Addition  p9Ur  U  Ckafitn  /• 

42p.lLoRsqf7^oN  a  à  réfoudre  une  équa« 

tiQU  de  cette  iuiiriC 


oxiûyB,c  font  des  nombres  cociers  donnés 
pofitifs  ou  négatifs ,  &  où  les  deux  incon- 
nues x6c  y  doivent  être  au/S  des  nombres 
entiers ,  îl  fuffit  de  connoîcre  une  feule  fo- 
lution,  pour  pouvoir  en  déduire  facilement 
coures  les  autres  folutions  poliibics. 

Eu  effet ,  fuppofons  que  l^on^fache  que 
CCS  valeurs  x=*  ôc  y=B,  lacisfont  à 
Péquation  propoféc  *  &  •  étant  des  nom- 
bres enciers  quelconques  ^  on  aura  donc 
iï«— iB=:c,  ficpar  conféquent  ax^by 
=ûa — Z3,ou  bienâ(jc — «) — b{y — b) 
t=:o  ;  d*où  Ton  tire 

r — 4  ^  h 

Qu^on  réduife  la  fraâion  \  à  fes  moin- 
dres termes ,  &  fuppofant  qu'elle  fe  çhange 

par-là  en  celle-ci  -r- ,  où  &  a*  feront 
premiers  encr'eux^il  cft  viiible  quePéqua- 

tion  ^ — ^=  —  ne  iauroit  fubfiftcr ,  dans 
y— ' 

la  fuppofition  que  x— «  &  y— foîent 

des  nombres  entic/rs  ,  à  moins  que  l'on  aie 

x^^^z^mb^ ,  &c  y — ^ï=/72/i*,  m  érant 

Kk  4 


I 


qn  nombre  quelconque  enrier  j  de  forte  que 
Von  aura  en  général  jc=:«**|*/r6S  6c 

^^ma^^m  eunc  un  nombic  eucier  indé* 

Comme  on  peut  prendre  m  pofitifoti 
o^gacif  à  volonté,  ii  eft  facile  de  voirqu^oa 
pourra  toujours  déterminer  ce  nombre 
eo  forte  «^ue  la  valeur  de  x  oe  foie  pas  plut 

grande  que     ,  ou  que  celle  de  y.  oe  foie 

pa.s  plus. grande  que     (abfiraâioo  iàite 

des  (ignés  de  ces  quantités);  d'où  il  s'enfuie 

que  fi  rcquaciou  propofée  ax  — 1^=6  ^ 
eli:  réColuble  en. nombres  entiers^  &  qu'on 
y  fubftitue  fuccellivçmenc  à  la  plaçe  de  jc 
tous  les  nombres  entiers  tant  pofitifs  que 
négatifs ,  renfermés  entre  ces  deux  limites 

'v^^c-  >  on  en  trouvera  néccffairemcnc 

un  qui  facisfera  à  cette  équation  ;  &  on  crou<» 
vcra  de  même  une  valeur  fatisfaîsantc  de  y 
parlai  Içs  pombres  entiers  pgiicif^  ou  né- 

g{à(ifs^  contenus  entre  Iç$  limites  £.ac^* 

7ê  % 
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Aio£  on  pourra  par  ce  moyen  trouver 

une  première  folucion  de  la  propofée, après 
quoi  on  aura  toutes  les  autres  par  les  for- 
mules ci-dcfTu*). 

43*  Mais  fi  on  oe  veut  pas  employer  la 
méthode  de  tâtonnement  que  nous  venons 
de  propofer ,  &  qui  fcroîc  fouvent  très* 
iaborieufe  ^  on  pourra  taire  ulage  de  celle 
qui  eft  expofëe  daus  le  chap*  i  du  Traité 
-précédent ,  &l  qui  eft  très-fimple  &  très* 
direâe  y  ou  bien  on  pourra  s^y  prendre  do 
la  manière  fuivaote. 

On  remarquera  que  fi  les  nombres 
micbw  font  pas  premiers  entr^eux ,  Péqua* 
tiôn  ne  pourra  fubiifter  en  nombres  entiers^ 
i  moins  que  le  nombre  donné  c  ne  foie 
divifible  par  la  plus  grande  commune 
mefuredetf  &  4.  De  forte  qu'en  fuppofanc 
la  diviiion  faite  loriqu^elle  a  iieU|  &  dé« 
fignant  les  quotiens  par  a\  b\  c',oo  aura 
à  réfoudre  Téquation 

fÀidich^  feront  premiers  eittr^eux« 


ADoxTions. 

a°  Que  li  Ton  peut  trouver  des  valeurs 
de    &  de  9  qui  fatisfaifent  à  réquacion 

dp — q=:+i  y 

on  pourra  réfoudre  Téquation  précédente  ; 
car  il  eft  vîfible  qu'en  miilcipiiatit  ces  va-  . 
leurs  par       ,  on  aura  des  valeurs  qui  fa- 
tisferootàl'équacioD  dx — 4'y=c*;  c*cft- 
dire  qu'on  aura  x  = fie  y  =  +  r". 

Or,  IVquatioti  dp — 1  cft  toujours 
réfoluble  en  nombres  entiers  ^  comme  nous 
Pavons  démontré  dans  Part.  23  ;  &  pour 
trouver  les  plus  petites  valeursde/?  &  de  q 
qui  y  peuvent  fatisfaire  ,  il  n^  aura  qu'à 

convertir  la  fraôîbn  ^  cnfradion  continue 

d 

par  la  méthode  de  Parc,  4,  (S:  ca  ucJuire 
enfui  te  la  férié  àtsksiStionsprincipaUs  con* 

rergentes  vers  ja  même  fraâion    pa^  1^ 

« 

formules  de  Part.  10  ;  la  dernière  de  ces 

firaâioQs  fera  la  fraâion  même  -7  ,  &  li  on 

d 

défigne  Pavant^demiere  par  J- ,  on  aura  par 
la  loi  de  ces fradions  (  art.  i^),d p — b'  q 
t=+  2 ,  le  figae  fupérieur  étant  pour  le  cas . 
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OÙ  le  quantième  de  la  fraclion  \  efl  pair, 
&,rinfôrieur  pour  celui  où  ce  quanneme 
eit  impair.  ^ 

Ces  valeurs  de  &  de  ^  étant  ainfi  con* 
nues ,  on  aura  donc  d'abord  x=s= +/7c'  fie 
y  =4*  qc  ,  oc  prenant  enfuîcc  ces  valeurs 
'pour  *  &  »  on  aura  en  général  (arc. 

éxpreifions  qui  renfermeront  néceilkiror- 

ment  toutes  les  folutions  poirioles  en  nom- 
bres entiers  de  Péquacion  propofée. 

Aurefte,  pour  ne  laiffer  aucun  embarras 
dans  la  pratique  de  cette  méthode  y  nous 
remarquerons  que  quoique  les  nombres  a 
&  b  puiflent  être  pofitifs  ou  négatifs ,  on 
peut  néanmoins  les  prendre  toujours  poli- 
tivemcnt ,  pourvu  qu'on  donne  des  lignes 
contraires  à  fi  û  eft  négatif ,  &  à  y 
fi  h  ell  ncgatif* 

Exemple. 

4  ^.  Pour  donner  xxh  exemple  de  ta  mé- 
cttode  précédente ,  nous  prendrons  celui 
de  Tare.  14  uu  chap.  i  JuTralcc  précédent, 

OÙ  il  s'agit  de  réfoudre  Téquation  39  P= S  6  jf 


5^  ^nioiTiONSm 

+ 1 1  ;  chaDgcaiiC     en  a:      j  eo  j ,  oa 

aura  donc 

Ainfi  on  fera  ^2=39  ,  Z^-jo  &  r  =  il-; 
&  comme  56  &  39  font  déjà  premiers  entre 
eux  ,  on  aura  ^^'=39  ,  b'—^6 ,  =  11. 
Oo  réduira  donc  en  fraâioo  continue  la 

£raâion  —  =    ,  &  pour  cela  on  fera 

(  comme  on    déjà  pratiqué  dans  l'arc*  xo  ) 

le  calcul  fuivant  ^ 
3? 


56 

I 

39 

39 

lit 

S 

«7 

1 

£nfuite,à  Paidedcsquociens  3, 
oa  formera  les  iraclîons. 

If   il   3»  ^» 

I    i  is   iî  i$ 

a  f  7  '  lé*  »? 
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£c  la  péouiiieme  fraâioD  ^Tera  celle  que 
nous  av  ons  défignée  en  général  par  ;  de 
force  qu^oo  aura p^t^  %  qaA%6;  &  comme 
cette  fraâion  tlï  la  quatrième j  6c  par  con* 
fèquenc  d^im  quanrieme  pair^  il  faudra 
prendre  le  ii|;ae  fupérieur  j  ainii  Ton  aura 
en  gefnéral 

jc  =s  23. 1 1 4- S  »  &  y  ==  1 6. 1 1  +  3  9 /72 , 
m  pouvant  être  un  nombre  quelconque 

entier  poiitif  ou  négatif. 

Remarque. 

4^.  On  doit  la  première  folution  de  ca 

problème  à  Bachet  de  Me[iriac  ,  qui  i'a 
donnée  dans  la  féconde  édition  de  fes 
Kécréations  mathématiques  ,  intitulées  : 
Problèmes  plaifans  &  diU3ables  ,  &c. 
La  première  édition  de  cec  Ouvrage  a 
paru  en  1^12;  mais  la  folution  dont  if 
gic  n'y  eft  qu'annoncée  ^  £c  ce  n'eft  que 
dans  Tédition  de  1624  qu'on  la  trouve 
complette.  La  méthode  de  Bachct  t& 
Crès-dircâe  Ôc  trcs-ingciiicufc  ^  &  ne 
laiflb  rien  à  defirer  du  côté  de  Télégance 
&  de  la  généralité. 


±1$        \A  J}  3>  I  T  i  ^  N 

Nous  faifiâToos  avec  plailîr  cette  occa« 
fioo  de  rendre  à  ce  favaiac  Auteur  la  juftice 
qui  lui  eft  due  fur  ce  fujet,  parce  que  nous 

avons  remarqué  que  les  Géomètres  qui  ont 
traité  le  méMe  problème  ifpth^  lui^  ri^onc 
jamais  fait  aucune  meotidi>  de  ion  travail,. 

Voici  en  peu  uc  mots  à  quoi  fc  rcJuiu 
la  méthode'  de  Bachet»  Après  avoir  &it 
■voir  comment  la  folution  des  équations  de 
la  forme  ax — by^c  y{a6cb  étant  pre« 

iniers  entr'eux  )  /  ic  réduit  à  celle  de  ûx 
~iJy=+  I ,  il  s'attache  à  réfoudre  cette 
dernière  équation  ,  &  pour  cela  il  prcfcfîû 
de  &ire  entre  les  nombres  a  6c  b  la  même 
opération  que  fi  on  vouloic  v;ii^-i  clier  leur 
plusf^rand  conimun  divifeur  ,  (  c'eft  au(E 
la  même  que  nous  avons  pratiquée  ci- 
devant);  enfuite  noinmant  c ,  c,  f,  &e.^ 
les  reftcs  provenant  des  différentes  divi- 
sions ,  &  fuppofant ,  par  exemple',  que / 
foit  le  dernier  reite  quiieranéccliairemeoc 
égal  à  l'unité  (  i  caufe  que  a  &c  h  font 
premiers  entr'^ux,  liyp.  )  il  fait  ^  Iprfque 


jiDDITIOIfS.  '517 

Je  nombre  des  reftes  eft  pair,  comme  Jauai 
ce  ^ 

fT* — v  --i — -^^        -7- — »i 

ces  derniers  nombres  »  &  «  feront  les  plus 

pciitcs  Valeurs  de  x  y. 

^  Si  le  nombre  des  reftes  ^coît  impair , 

coir.mc  fi  g  ccoiL  le  dcruicr  i  cllc;^  i,  alors 
il  &udroic  faire  * 

,  l\MÏ  f^ile  de  voir  que  cetce  mc'thode 
revient  ati  même  dans  le  fond  que  celle  <la 
Cb^pjcre  premier  ;  mais  elle  ed  moms 
i:ommode  ,  parce  qu^ëlle  demande  des 
4ivjiîoa^i  au  rcileie$  Géomètres  ,  qui  fooc 
curieux  de  ces  matières,  verront  arec 
plaiiir  »  dans  TOuvrage  de  Bachet ,  les  ar- 
iiiiccs  qu'ail  a  employés  pour  paivciiU-  à 
la  règle  précédente  ,  &  pour  en  dëdoinB 
ja  folucioii  compictte  des  équations  de  U 
forme  ax-^by^ci 


5*8  AnitiTioifs» 

PARAGRAPHE  IV» 

Méthodes  pour  rtjoudrc  en  nomhresentiers 
les  Equations  indéterminées  à  deux  in* 
connues ,  lorfque  Pune  des  inconnues  ne 
pajfe  pas  le  premier  degré ,  &  lorfque  les  ' 
deux  inconnues  ne  forment  que  des  prOf» 
duits  d'une  même  dimenfon. 

JddktM  pwr  U  Gufgitre  IJh 

46.  S  OIT  propofée  Téquation  générale, 

t^kx^y-^  6^c.=ro^  dans  laquelle  les  coeâi- 
cicns  a  f  b  ,  c,&c.,  foienc  des  nombres 
:  entiers  donnés^  &c  oii  x  6c  y  Toieoc  deux 
nombres  indéterminés ,  qui  doivent  aaffi 
«être  entiers. 

.  Tirant  la  valeur  dey  decetce  équation  j 
ton  aura 

ainfi  la  quefiion  fera  réduite  à  trcuver  un 
Mfnbrc  entier  qui^  étant  pris  pour  rende 

le 
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tt  nÀméraccur  de  cetce  fraâioa  diviiibk 
jpar  fon  dénominateur* 

Soie  luppofé 

&  qu^on  élimine  x  de  ces  deux  c'quationà 
par  les  régies  ordinaires  de  l'Algèbre  ^  oïl 

aura  une  équaLion  finale  de  cette  forme, 

où  les  coelîicieos  A,B,C,  &c.f  ferooc  dea 
fondions  rationnelles  ôc  entières  des  nom-* 
hrcsa,l).,c  ,&Cè  • 

Maintenant  >  puifque  ya— ^-^  on  aura 
auiIi/?= — qy  ^  de  force  qu'eu  fubiiicuanc 
cette  valeur  de    ^  il  viendra 

où  Ton  voit  que  tous  les  termes  font  mxU 

tiplics  par  q  ,  à  Pexccpcion  du  premier 
terme  j4  ;  donc  il  faudra  que  le  nombre  ^ 

foie  divifiblc  par  le  nombre  <^ ,  autrcmciiu  , 

il  feroit  impoiSble  qne  les  nombres  ^  &  y 

ôufTlnt  ccrc  eniiers  à  la  fois. 
ZomcJIi  ti 


AnuiTio^s. 

On  cherchera  dor,c  rouslcs  diviseurs  Jtt 
nombre  emier  connu  ^  ^  &  on  prendra 
fuccelTjveiTienc  chacun  de  ces  divifeurs 
pour  q  ;  on  aura  par  chacune  de  cesfup- 
poGcions  une  équation  ddcerminec  en  x  ^ 
dont  jon  cherchera  ^  p^r  les  mérhodes  con- 
nues^ les  racines  racionnelles  £c  coueres^ 
s^il  y  en  a;  onfubfticuera  enfui  te  ces  racines 
à  la  place  de  jc  ^  &  on  verra  (i  les  valeurs 
rëfultantes  de  p&àcq  feront  telles  que  ^ 
foit  un  nombre  encier.On  fera  fur  de  trouver 
par  ce  moyen  toutes  les  valeurs  entières 
de  X  qui  peuvent  donner  auiB  des  valeurs 
entières  pour  y  dans  l'équation  propofée. 

De- là  on  voit  que  le  nombre  des  folu- 
tlons  en  entiers  Me  ces  fortes  d'équations 
eft  toujours  néceiTairement  limité  ;  mais  il 
y  a  un  cas  qui  doit  erre  excepte  ^  qui 
échappe  à  la  méthode  précédente. 

47.  Ce  cas  eft  celui  ou  les  coefficîcos 
€  f  g  9  y  font  nuls  en  forte  que  Vor 
aie  fimplement 

^  e  * 
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^ici  commenc  il  faudra  prendre  pour 
trouver  toutes  les  valeurs  de  x  qui  pour- 
i'oac  rendre  la  quantité 

ctivifible  par  le  nombre  donné  c  :  jé  fup^ 
pofe  d'abord  qu'on  aie  trouvé  un  nombre 
entier  n  qui  fatisfafle  à  cette  condition  ,  il 
tft  facile  de  voir  que  tout  nombre  de  la 

forme  n±ftc  y  fatisfcra  auffi  ,  étant  un 
nombre  quelconque  entier  ;  de  plus  fi  /i  eft 

>  7  (  abllraélion  faite  des  fignes  de  n  &c 

àc^€  ) ,  on  pourra  toujours  déterminer  le 

nombre    &c  le  figne  (jui  le  précède  ,  ea 
forte  que  le  nombre n+#ic  devienne<f; 
&  il  eft  aifé  de  voir  que  cela  ne  fauroic 
fe  £iire  que  d^une  feule  manière ,  les  valeuf  ^ 
de  /I  &  de  c  étant  données  ;  donc  fî  on  dé-* 
figne  par    cette  valeur  de  n+Mc ,  laquelld 
eft  <7|  6c  qui  fatislait  à  la  condition  donc 
il  s^agit^  on  aura  en  général  nsssn^+fic  , 
étant  un  nombre  quelconque. 
D^où  je  conclus  que  fî  on  fubftitue  fuc^ 
^ceffivemenc ,  dans  la  formule  û-f-^x-j-j^oc* 
'^Jx^'jrf      ,  à  la  place  de  x  tous  lesnonl^ 


brcs  entiers  pofitife  ou  négatifs  qui  ne  pat 
Icncpas-ï^fic  qu'on  dénote  par  n\n!\  n''\  £v. 
ceux  de  ces  nombres  qui  rendront  la  quatk-^ 
iiié  û-j-Ax+ix'-f- ,  àc. ,  diviûble  par 
tous  les  autres  nombres  qui  pourront  faire 
le  même  effet,  feront  néccflkiremcnt  rea* 
fermes  dans  ces  formules 

h\^\f^''\^c*  »  écant  des  noiubres  quel- 
conques entiers  « 

Oo  pourroit  faire  ici  différences  remar- 
ques pour  faciliter  la  recherche  desnombres 
n'y  ii^'f  n'^'f  ^c.  i  mais  nous  ne  croyons  pas 
devoir  nous  arrêter  davantage  fur  ce  fu jet , 
d^autant  que  nous  avons  déjà  eu  occalion 
de  le  traiter  dans  un  Mémoire  imprimé 
parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin  pour 
Tannée  1768 ,  &i  qui  a  pour  âci  c  :  Nouvd/c 
Méthode  pour  tifoudre  Us  Problèmes  indé^ 
icrminés.YoyczsLXilB  unMémoiredeLegea^ 
dre  fur  l^analyfe  indéterminée^  dans  le Rc^ 
cucil  de  V  Académie  des  Sciences  de  Paris 
;  -  f^année  tyS^. 
1 
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*  48.  Confîdérons  maiûtenant  les  équa- 
cioos  de  la  forme 

ay^'+by'^-'x  +çy'^'x'+dy'"''x''i-,  &c.^h, 
dans  fcfqucllcs  a  ^  B  ^  c  ,  &c. ,  h  font  de$ 
nombres  eociers  donnés  ^  &  où  les  deux 
indéterminées  x*,  y  ,  qui  formeftt par-touc 
dans  le  premier  membre  le  même  nom- 
bre m  de  dimenfions  ,  doivent  être  aufl} 
des  nombres  entiers* 

Je  fuppoferai  d'abord  que  x  &  y  doivent 
être  premiers  enrr'eux ,  &  que  de  plus  y 
doive  être  premier  à  A  ;  je  dis  qu^on  peut 
£iire  xsssny — h^^  n  ^  ^  écaot  des  nombres 
entiers  indéterminés.  Car,  en  regardant  x^y 
&  h  comme  des  nombres  donnés^  on  aura 
une  équation  réfoluble  en  nombres  entiers 
par  la  méthode  du  §.111»  puifque  y  &  An'onc 
par  rhypochefe  d'autre  commune  mefure 
jque  Tonité.  Qu^onfubftitaecetteexpreilion 
de  JC  dans  Téquacion  propofée,elle  deviendra 

—  (  i-f  irn  4-3         i  ) 


134  Ai^JoiTzoHê^ 

oii  Ton  voie  que  cous  les  termes  font  dînr 
£ble5  d'eux-mêmes  par  h ,  excepté  le  pre- 

inicr  (  û-j-Z?/î  '^ca^dn^r^  ,  )  y"'.  Il 
faudra  donc  pour  que  rîfquatioif  puiffe 
iubiiiier  en  i^ombres  entiers  ,  que  cette 
quantité  foît  auflî  divifible  par  Ii.  Mais 
flous  ruppolons  que  h&L  y  font  premiers 
çntr'çux  ;  donc  il.  faudra  que  la  (^uuiiu^c 

foie  clle-mèmc  Uiviliblc  par. A.  Aiiiii  il  n'y 
nura  qu'à  chercher  par  la  méthode  de 
Tai  Cicle  précédent  toutes  les  valeurs  de  n 
qui  pourront  fatis&ire  à  cette  condition  ; 
faifanc  enfuice  pour  chacune  de  ces  valeur^ 

réquacionprécéicncc  deviendra^ après  ces 
fubftitutioos&  ladiirîfion  de  tous  les  rcrnîcs 
yar  A,  Ay'^^By^'^hcy'^'^*—6c^i  i 
ccitc  équation  étant  aînfi  réduite  à  la  forme 
celle  de  i'aru  30  ,  eft  fufceptibie  de^ 
méthodes  que  nous  avons  données  dans 
|g    U  ;    |>^f  ic^ueilçs  on  pourra  trouYcç 
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toutes  les  valeurs  facisfaifantes  de  y  & 
Ces  valeurs  ,  ainfi  que  celles  de  if ,  étant 
connues ,  on  aura  en  général  xssny^hif^» 

Nous  avons  fuppofé  dans  la  folutiou 
précédente  qub  x  6c  y  doivent  être  pre^ 
miers  cntr'eux,  ainfi  que  y  &^  h  eiitr'cux  ; 
ces  fuppofitions  font  permifes^pttifque  les 
nombres  x  6c  y  icoc  iadécerminés  ;  mats 
comme  ellesne  paroiflent  point  abfolumenc 
néccflaircs ,  il  faut  encore  examiner  dans 
quels  cas  elles  peuvent  ceflbr  d^avoir  lien, 

Suppofons  donc^  i^que  x  &  y  puiCenc 
avoir  une  commune  mefure  « ,  il  n'y  Mca 
iju^à  mettre  par-tout  dans  l'équation  pra- 
pofôe  «x^ ,  ^y^  à  la  place  de  ;t  &  y  ^  Se 
regarder  en  fuite  x*  ôcy*  comme  premiers 
entr'eox.  Or ,  par  cette  fubftiaition  il  eft 
clair  que  tous  les  termes  du  premier  men>- 
bre  de  IVquation  fc  trouveront  multipliés 
par  par  cooféquent  il  làudra  que  le 
fécond  membre  h  foît  divifible  par  c".  D'o& 
il  foie  qu'on  ne  peut  prendre  pour  •  que 
les  divifeurs  du  nombre  h  qui  s'y  trouve- 
ront à  la  puilTaacc       A.inû ,  Q 


((3^  Additions. 
le  nombre  h  ne  contient  aucun  (àfteuf 
^levé  à  ia  puiflance  m  ^  on  lera  aûuré 
que  les  nombres  x&  y  devront  n^ceilsiirev» 
fnent  être  premiers  epcr'eux. 

Si  le  nombre  h  coruicnc  un  ou  plufieurs 
Ëiâeurs  élevésà  m,  alors  il  faudra  prendre 
fuccçlEvcmenc  pour  «  chaque  laclcur  ou 
combinaifôn  de  fàâeurs  ^  dont  la  putflfance 
mdivirera  le  nombre  h,  &  Ton  aura  autant 
•de  foiutions  différentes  en  regardant  dans 
,  ^hacune     <Sc     comme  premiers  encr'cux, 
Suppofons  19  que  y  &  A  aient  une 
commune  melurc  i,  on  mettra       &i  «A' 
•à  la  place  de  y  &  de  A  &  on  regardera 
enfuite  y\  &  A?  comn^e  premiers  entr^eux» 
Far  ces:  fûbftitutiona  tous  les  termes  du 
premier  membre  qui  contiennent  y  fe 
frpuireront  multipHés  pat  une  puîlTance 
.de  s^  il       aura  que  le  dernier  terme 
que  je  repréfenterat  par  gx'* ,  qui ,  ne  con- 
|enaat  point  y  »  ne  le  trouvera  point  mult- 
tiplie  par  ivMais  puifquc  le  fécond  mem- 
|)re  h  (Içvicuc     y  il  s'enfuir  que  le  terme 
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9t  8cy  étant  déjà  fuppofés  premters  entre 
eux  9  X  ne  iauroic  êcre  diviiible  par  â; 
donc  il  faudra  que  le  cocfEcicnc  g  le  foie. 
D'où  je  conclus  qu^on  pourra  prendre  pour 
^  fucccfliv  cm  jr.L  tuus  les  divifeurs  de 
&  après  la  iubititotion  dé  By^^  &  au 
lieu  (Je  j  6c  de  A ,  uc  la  divinon  de  toute 
IVquacion  par  • ,  on  aura  de  nouveau  le 
casoùrindéccrnunde  j'feranéccllaifemcnt 
première  au  nombre  A'  qui  formerfi  I9 
fcfioad  piembre. 
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PARAGRAPHE  V. 

m 

Mithûde  diredc  &  générale  pour  trouver 

les  valeurs  de  x  qui  peuvent  rendre  ra^ 
tionnelles  les  quantités  de  la  forme 

|/  (a  4-bx-j"CX^)> 
&  pour  réjoudre  en  nombres  rationnels 
les  équations  indéterminées  du  fécond 
degré  a  deuk  inconnues ,  lorfq nielles  ad^ 
mettent  des  Jolutions  de  cette  efpece. 

jidditfa  pour  le  CàapUre  li^» 

4.9  Je  fuppofe  d'dbord  que  les  nombres 

connus  a,b,c  fuient  entiers  ;  s^ils  étoient 
fraâioonaireSyUiiYauroic  qu^à  les  réduire 
à  un  même  dénominateur  quarrd  ^  &  alors 
il  tO:  clair  qu^on  pourroic  toujours  Êûre 
^bftrââioD  de  leur  dénominateur  ;  quant 
au  nombre  x ,  on  fuppofera  ici  qu^il  puifle 
être  entier  ou  firaâionnaire  ,  &  00  verra 
par  la  fuîce  comment  il  faudra  réibudre  la 
queiiioD ,  lorlqu^on  ne  vea(  adme((rç  (}U0 
4es  nombrçs  çn^ers. 
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Soie  donc 

l6c  l^on  aura 

de  forre  que  la  difliculcé  fera  réduicc  à 

rendre  ranonnelie  la  quancic^ 

^  (+^y '"f-i*~4<iO* 

'  50.  Suppolons  donc  en général  qu^on  aie 
à  rendre  rationnelle  la  quantitéi/(^y'+J?), 
c'eli' a-dire ,  à  rendre  A  y*'^B  <$gal  à  im 
qiiùrrc,  A  ^  B  écanc  tlts nombres  entier^ 
donnés  poiitits  ou  négatifs,  &jrunnoinbr# 
indccerminé  qui  doic  être  rationnel. 

Il  eft  d'abord  clair  que  fi  l'un  des  nom* 
bres  A  o\x  B  écoit=i  ,ou  égal  à  un  quarré 
quelconque ,  le  problème  feroit  réfoluble 
par  les  méthodes  connues  de  Diophantc 
qui  font  détaillées  dans  ie^chap.  IV  ;  aiofi 
nous  ferons  ici  abllradion  de  ces  cas  ^  pu 
plutôt  nous  tâcherons  d^  ramener  tous  lef 

■ 

autres. 

». 

De  plus ,  fi  les  nombres  A  &  B^toiene 
divi(ible$  par  des  nombres  quarrés  quelcon- 
ques^ on  |)oufroic  au(&  faire  abftraâioq  de 
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ces  divifeurs  ,  c'eil-à-*dire,  les  fupprkner  , 

en  ne  pi  cnaiiC  pour  A  iiB  que  les  quoticns 
quVn  auroit  après  avoir  divifé  les  valeurs 
CiuiinéesparlesplusgraniJsquarrespofribles; 
é^ntS^ty  fuppofanc^sr*'^',  &  iî=â*  B\ 
on  aura  à  rendre  quarré  le  nombre  A^-  'y^ 
«-^S'â  '  ;  donc  di viiaac  par  a  %  &  fàifanc 
^^y'  I  il  s^agira  de  décermioer  rincoonue 

y'  ;  en  fotte  que  ^'y'-^-JS*  foie  un  quarré. 

D^où  il  s'cnfuiC  c^uc  des  qu'on  aura  trouvé 

une  valeur  de  y  propre  à  rendre  jiy'-^B 

dgal  à  un  quarfc,cprejetancdansles  valeurs 
données  de  ^  &  de  ^  les  faâeurs  quarrés 
*°iScô'  qu'elles  pourroicnc  renfermer,  il  n'y 
aura  qu^à  multiplier  la  valeur  trouvée  de  y 
par  -  4  pour  avoir  celle  qui  convient  à  la 
quantité  propofée. 

^  i«  Confidérons  donc  la  formule  j4y* 
dans  laquelle  A  Se  B  foient  des  nom- 
bres entiers  donnés  qui  oe  foienc  divifibles 
jpar  aucun  quai  rc^  &;  eommconfiippofequc 
y  puiiTe  être  une  fraâion  ,  iâifons  y^=sf  » 
y?  &  ^  écanç  4çs  noipbf  es  entier^  ôc  premiçr^ 
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entr^eiHC ,  pour  que  la  firaâiion  foie  réduice 

à  fes  moindres  termes  j  on  aura  donc  la 

quantité  ^^rt^     devra  être  un  quarre'; 

donc  j^p'-j^Bq'dtvra  en  être  un  auâi  ;  de 
forte  qu'on  aura  à  réfoudre  Téquation  ^p* 
^Bq'sszi' ,  en  fuppofanc  ^  &  {  des 
nombres  entiers. 

Je  vais  prouver  d^abocd  que  q  doit  être 
premier  kA^&c  que  p  doit  Pêtre  à  B  ;  car 
fxqtcA  avoienc  un  commun  divifeur  ,  il 
elt  clair  que  le  terme  Bcf  fçroif  divjiible 
par  le  quarrrf  de  ce  divifeur  ,  &  que  le 
terme  Ap*  ne  feroit  di viiibl e  que  par  la  pre« 
miere  puiffancedu  même  divifeur^  à  caufe 
que  q       fonc  premiers  entr'eux ,  &  que 
A  eft  fuppofé  ne  contenir  aucun  faéteur 
quarré   donc  le  nombre  ^p'-|-jB^  ne  fe- 
roii  divifible  qu'une  feulefois  par  le  divifeur 
commun  de  y  &  de      par  conlî^quent  il 
feroit  impolEble  que  ce  nombre  iuz  un 
quarré.  On  prouvera  de  même  que  p  &c  B 
ne  fâuroient  avoir  aucuu  divifeur  commun. 
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KcfoLuùoii  de  i^tquaiion  Ap'-J-Bij  =i'^/î 
nombres  entiers. 

5X.  Suppofoos^  plus  grand  que  B  ^oa 
écrira  cette  équation  ain(i , 

&  on  remarquera  que  comme  les  nombres 
p  &  ^  doivent  être  entiers ,  il  faudra 
que    — Bq*  foit  divifible  par  A. 

Donc  puifque  A&Lq  font  premiers  ea« 
fr'eux  (  art.  prdc.  ) ,  on  fera  ,  fuivant  la 
méthode  du  $.  1 art.  48  ci^deflus  , 

l=nq—Aq\ 
n  6i  q*  étant  deux  iiombres  entiers  indé- 
termmds  ;  ce  qui  changera  la  formule  ^ 
— -Bj*  en  celle-ci , 

(  n'^B  )  q'^mAq  q'-^-A'  f , 
dans  laquelle  il  faudra  que  n* — B  foit  divi- 
fible par  A ,  en  prenant  pour  n  un  nom-* 
bre  entier  non 

On  eflayera  donc  pour  n  tous  les  nom-* 
bres  entiers  qui  ne  furpailent  pas  t> 
n'*en  trouve  aucun  qui  rende    — B  divî- 
""fible^ar      on  en  concluera  iur  le  çhàmff 
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quelVquation  j4p^=^^ — B  n'efl:  pas  ré- 
folubie  en  nombres  entiers  /&  qu'ainii  la 
quantité  ^j'-j-â  ne  faurok  jamais  devenir 
unquarré. 

Mais  fi  on  trouve  une  ou  pIuGeurs  valeurs 
fatisfaifanees  de  n  'y  on  les  mettra  Pune  après 
Paucre  à  la  place  de  /z ,  &  on  pourluivra  le 
calcul  comme  on  ira  le  voir. 

Je  remarquerai  feuiemenc  encore  qu^il 
feroit  inutile  de  donner  auflî  à /2  des  valeurs 
plus  grandes  que  ^  >  car  nommant  ,  n"» 
n''*,  oi:.,  les  valeurs  de  n  luoinJres  que  7  , 

qui  rendront  n^-^B  divifible  par    ,  toutes 

les  autres  valeurs  de  n  qui  pourront  f^ire  le 
même  eiFet  feront  renfermées  dans  ces  for* 
mules  ,  n'±,i'A,  ,  /2*"+a*'"^,  &c., 

(  article  47  du  §.  I V  )  ;  or ,  fubftituant  ces 
valeurs  à  la  place  de  n  dans  la  formule 

(^n'—B  )  /— 2  n  ^^/-f  ,  c'eft-à-dire 
(  nq — A  q'y — Bq* ,  il  eft  clair  qu'on  aura 
les  mêmes  réfulcats  que  fi  on  mettoit  feule- 
ment n\  n"\  &c. ,  à  la  place  de  n  ,  Se 
qu'on  ajoutât  à      les  quantités    y  q  , 


544  Additions. 

^,  +  II'"  q ,  &r. ,  de  forte  que  comme 

eft  un  nombre  iodécerminé  ,  ces  fubil:!- 
nitîons  ne  donneroienc  pas  des  formules, 
différences  de  celles  qu'on  aura  par  la  iim- 
ple  fubftîtution  des  valeurs  «*,  n",  &c. 

53^  Puis  donc  que  ii — B  doit  être  divî- 
Cblc  par  A ,  foit  A"^  le  quotient  de  cette 
divifioD  ,  en  forte  que  A/ï^=aC —  B  \  & 
l'équation  ^/>'=7-/?/=rCn'-ii)^'-i«^;^^* 

i 

^A^<f  y  étant  divifée  par  A ,  deviendra 

celle-ci  û 

f  ,1. 

OÙ     feranéceflairement  moindre  que  A, 

à  caufe  (jue  ^'='  ^    «5c  que  B  <^  A  , 

&  n  non  >  4-  ' 

Or ,  il  ^  eft  un  nombre  quarré  »  il  eft 
clair  que  cette  équaiion  fera  rdfoluble  par 
les  méthodes  connues^  &  Ton  en  aura  la 
folucion  la  plus  fimple  quil  cfl  polHble,  en 
iàifant  y'ssso ,  ^  =  i  &  p^sJ^ A\ 

%^  Si  n'eli  pas  égal  à  un  quarré  ,  on 
verra  fi    nombre  eft  moindre  que  B  ^on 

att 
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«u  moins  s  il  cil  divinblc  par  un  nombre 
qucic^quequarréten  ibrre<|iie  le  quoti^m 
foie  moiqdjc  ^uç  B  ,  abilraaion  fhicc  des 
'  lignes;  alors  on  multipliera  coQCe  Téquacioa 
par  A^,  Il  Voï\  awa,  à  caule  de  AA^ — 

de  fofçc  qu^il  fauiira  que  Bq'-'j^A^  foît 
unquarré  i  doue  divifanc  par  p^&i  faiianc^ 

tarj'  ce  -^'==C,  on  aura  à  rendre  quarrëe  la 

formule  By'-|-C  laquelle  cft,  comme  IW 
voic^  analogue  à  celle  de  Tart.  5  o.  Aioli^  û 
C  contient  un  faârcur  quarrd  r,on  pourrâ 
Je  fupprimer  ^  en  ayant  attention  Ac  muKi 

tiplicr  enfuitc  par  y  la  valeur  qu'on  trou- 
vera pour  y%  pour  avoir  fa  Véritable  va-^ 

leur ,  ôc  Ton  aura  une  formule  qui  fera  dans 

le     de  celle  de  i'aix.  5 1 ,  mais  avec  cetcé 

diïférence  que  les  cocfficicns  li  «Se  C  de 
celle-ci  feront  moindres  que  les  coefficient 
^  oc  J5  de  celle-là* 

$4«  Mais  (i  ^'n^eft  pas  moindre  que  B  ^ 
tii  ne  peut  le  dereoir  en  le  divifant  par  1# 

Tome  IL  M  to  ' 


5^6  Additiùns. 

plus  grand  quan  d  qui  le  mefure  ,  alors  on 
fcrà  ç^-f-?"»  ^  fubftiruant  eeue  va- 
leur dans  Téquacion  elle  dcvieauia 

cil  11*=: /l—»^'^ 

'  Oa  déterminera^  ce  qui  eû  coujourspof- 
fible ,  le  nombre  entier  »,  en  force  que  n* 

be  foit  pas  >  —  ,  âbftradion  faite  des 
lignes,  &  alors  ileû  Clair  que  deviendra 

t<^Si  caufe  de  i       &  de  £ 

r=:0U  <  A'  y  &JI=rOU  <   • 

2 

On  fera  donc  ici  le  même  raiionnemcnt 
que  nous  avons  fait  dans  Tart.  prccécjcnt  » 
&  ii  A^^  ell  quarîré  y  on  aura  la  r  .folucion  de 
rëquatîon  ;fi-/i"  n'cft  pasquarf  rf,  maïs  qu'il 
foit;  <  JB  ou  qu^^^il  le  devienne ,  étant  divifd 
par  un  quarré,  on  multipliera  Téquation  par 

&  on  aura ,  en  faifanc  -i^  =  j  & 
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I 

feC,  là  formule  By^'^C  qui  devra  ècre 
un  quarré  fie  dans  laquelle  les  coefficie&tf 
&L  C  (  après  aToir  {upprimd  dans  C  l^s 
divifeurs  quarrés^s'il  y  en  a),  feront  moin^ 
drcs  que  ceux  de  la  formule  Ay^'r^B  de 
Tare.  51. 

Mais  fi  CCS  cas  n^onc  pas  lieu  ^  oa  fera 
comme  ci- dcffus  ^ ç"+î'">&  Nqua- 
Mon  le  changera  en  ceile-çi  j 

On  prendra  donc  pour  un  nombre  efi- 
tier  ,  tel  que  n"  ne  foie  pas  >  —  ,  abf- 

tradionfaice  des  lignes;  6c  comme ii  n'eft 

pas  >  A^'  iJ^yP')  i  il  s^cnfuic  de  l'équation» 
II 

yï»"=  - — ^-que  -^4"'  fera  <      j  arnfi 

on  pourra  fairedercchef  les  mêmes  raifon- 
nejjnents  que  ci-deflUs  ^  fie  on  en  cirera  des 

conclufion^i  fcmblables,  Sx,  ainfi  de  fuite:. 


54^  Anùïtio^s^ 

,  Maintenant  ^  comme  les  nombres 
JÊ^,  A^^,  A"^,  6c, ,  forment  une  fuite  dé- 
ctoiiTante  dénombres  entiers ,  il  eft  vifibie 
qu'en  coucinuant  cette  fuite  on  parviendra 
néceflatrement  à  un  terme  moindre  que  le 
nombre  donné  B  f  6c  alors  nommant  ce 
terme  C  ^  on  aura  ^  comme  nous  Tavons  va 

ci-delTus  ,  îa  formule  By^^C  à  rendre 
égale  à  un  quarré.  De  forte  quepar  les  opé- 
rations que  nous  venons  d'expofer,  on  fera 
toujours  afiaré  de  pouvoir  ramener  la  for- 
mule Ay-^-B  à  une  autre  plus  fimpic , 
telle  que  By^C,  au  moins  £i  le  problème 
eft  réfolublc, 

55.  De  même  qu'on  a  réduit  la  for» 

I 

mule  Ay^+B  à  celle-ci  By+  C ,  on  pourra 

réduire  çecce  dernière  à  côcte  autre-ci, 
II 

Cy^'-\'D  ,  où  D  fera  moindre  que  C  ,  &  ■ 
ainû  de  fuite  ;  &  comme  les  nombres  A  ^ 
Ji,  C,  D,  £'c.,  forment  une  férié  décroif- 
fante  de  nombres  entiers  y  il  eft  clair  que 

cette  férié  ne  pourra  pas  aller  .à  Tinfini ,  Se 

^'ainûTopération  (era  toujours  néceflàt* 
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reme&t  terminée.  Si  la  quefiion  n'admec 
point  de  folution  en  nombres  mioBnels, 
oa  parviendra  à  une  condition  impoilible  ; 
mais  fi  la  qaeftion  e(è  réfoluble  ,  on  arri-> 
vera  toujours  à  une  équation  iembiabie  à 
cellede  Part.  53 ,  & ouTun  des  coefficiens, 
comme  ,  fera  quarré  ,  en  forte  qu'elle 
ferarufce^tible  des  méthodes  connues;  cette 
équation  étant  réfolue^  on  pourra  ^  en  ré« 
trogradant ,  réfoudre  fuccefBvement  toutes 
les  (^uations  précédentes^  jufqu^à  la  pre«- 
micre  ^/?*-|-i5^^=|^ 

Bclairciflonscettc  méthode  par  quelques 
exemples. 

£xEMF£B  I. 

^^6*  Soit  propofd  de  trouver  une  valeur 
ràtionnelle  de  x ,  telle  que  la  formule 

devienne  un  quarré  ,  (Voy.  chap.  IV, 
art.  57  du  Traité  précédent 

On  aura  donc  ici  ^==7 ,  is^i  5  ,  ^=13  ; 
donc  4c=4,i3  ,  &  ^^~4ac=>->*i39  ^  do 

forte  qu'en  nommant  y  la  racine  du  quarr^ 

Mm  3 
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àoût  iJ  s\ngic,  on  aura  la  formule  4.13^* 
•^139  qui  devra  être  un  quarré  ;  atoii  on 
aura  A^^^.i;}  &c  B=. — 139  ,  où  Ton  re-* 
nlirquefa  d^ab'ord  que  A  cft  divifible  par 
le  quarrd  4  ;  de  force  qu'il  faudra  rejeter 
jce  divifeur  quarrë  6c  fuppofer  fimplement 
«^=13  ;  mais  on  le  louviendra  cniuice  de 
divifer  par  %  la  valeur  qu'on  trouvera 
pour  y,  (art.  50). 

Oa  aura  donc^  en'faifant  3'=7,  Tcqua- 
tion  13/?* — 139^^^*,  oa  bien  à  c^ufe 
quL  139  cft>i3,  on  fera  y=j  ,  poi.r 

tvoir— 139^^4*  ^3î^={*>  équation  qu'ion 

écrira  ainCi  ,       '  .  ^ 

'  — I39/^^ç^I3<7^ 

On  fera  (ait,  5z)|=/7^ — i39îS  ^ 
il  faudra  prendre  pour  12  un  nombre  entier 
pqn>v>  c'cft-à- dire<7o  ,  tel  que  n* 
— T3  foie  divifiblc  par  139  ;  je  trouve  n 
çi^i  ,ce  qui  donne  /r — i  7=  î  ^58=139 
.IX  ;  de  forte  qu'en  faifant  la  fubilîeurton 
&c  diyifant  enfuit^  par — ^39  >  on  aura 
}'î^quatioa 
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Or,  comme — il  n'cll  pas  jup  qmné , 
cette  équation  a^a  pas  encore  leacondîtiotis 
requîics;  amii^puirque  iz  eli  4^ja  moindre 
que  13  ,  on  multiplieratouce  Péquation  par 
—Il ,  &L  elle  deviendra — i ix^^ 

— 13^^*  <lc  forte  qu'il  faudra  que 

13     — Il      foie  uu  quarr c  ,  uu  bien  ca 

fuiiaac  -=j,  que  13^* — il  ,  en  foie  un 
auffi. 

On  voit  ici  qu'il      auroic  qu^à  6ire 

I 

j=i  ;  mais  comme  ce  n'eô  qqe  le  hafard 

qu^  nous  donne  cette  v.aJeuj:,  nous  allons 
pourfuivre  le  calcul  (eloo  jiotre  méthode., 
jufqu'à  ce  que  l'ou  arrive  ^  uoe  formule 
qui  foitfufceptibledes  méthodes  ordinaires* 
Comme  xx  ei^  divif]blej>ar  4  ^je  rejette  ce 
di  vifeur  quarré,  en  me  fouvenanc  que  je  dois 
cnfuice  mukipUcr  la  valeyr  de  y'  p^r  %  ; 
j^aurai  donc  à  rendre  quarrée  la  formule 

137* — 3  ,  ou  bien  ,.en  faifant  y=?=y ,(  on 
iuppofe  que  r  &;/  font  des  nombres  entiers 
pi:eipiers  encr'cQX^  en  force  que  la  ira^do 

Mm  4 
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jr  (oit  ddja  réduite  à  fes  moindres  termes 

pomme  la  fraction  j  ),  celle-ci  13  r* — 3/^; 
foie  la  racine    ,  j^aurat 

jCc  je  ferai  ^^=^72/— 13/**,  m  étant  uu  nom- 
bre entier  non  >  7,  c'eft-à-dire  <  7  ,  & 
tel  que  foie  diviliblc  par  13  i  or  * 

je  trouve  m^6f  ce  qui  donne  m'-j-3=39 
P=^3*  3  >  donc  fubfticuant  ]a  valeur  de  [' 
^  divifant  toute  Téquation  par  1 3 ,  on  auia 

r»=:v^— i.6/y4-i3A 

popmc  le  coefEcicnt  3  de /'  n'tl\  ni  quarré 
ni  moindre  que  celui  de/^dans  Téquation 
précédente  ,  on  fera  (  art.  54)y  = 
rf*/"  j  &  fubftitùanc  Von  aura  la  tranf-* 
formée* 

pn  déterminera  ^  ^  en  forte  que  é^ja 

|ic  loiç  pas  >  -i-j  &  il  eft  clair  ^u'il  faudra 
faire        ,  ce  qui  donncf      3fc=Q  ;  €ç 

l'cquaciq^  deviendra 

l^^ueUe  eftj  Çpniipç  VP?  voie  ^  r^dui^ç  4 
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iVtat  demaadé ,  puifque  le  coeiEcicnc  àa 

quâ|;ré  de  Tune  des  deux  indecorminées  du 
fécond  membre  ett  auffi  quarr^. 

On  fera  donc  ,  pour  avoir  la  folucion  là 
plus  fimpic  qu'il  clt  pofliblc,/  "c=ro , 

iSc  r=si  ;  doncy  =A  =  3'  f  ^  de-là  y'=?  / 
s=r  ^ ,  mais  nous  avons  vu  qu^il  faut  milU 
Ciplier  la  valeur  de  j'  par  z  ;  ainfi  on  aura 
y^  =  i  ;  donc  y  en  rétrogradant  coujoufs  ^ 

oa  aura~=:ï  ;  donc  q^=:p  '^  donc  Péq[ua- 

lion-^  l^p*  =( — 11^+41^»  y — 1 3  (j%  don^ 
ncra  (— i2^-j-4i/7y5=/?^  ;  douc-^ixj 
r^^ifn=zp  »  c'eft*à-dire  i&^s^op  ;  donc 
y5=^-=H=x  i  mais  comme  il  faut  divifcr 
1»  valeur  de  y  par  x  ^  en  aura  ys-^-  ;çc 
fera  lecôcé  de  la  racine  de  la  formule  pro- 
pofée  7-|-I5a:-|-i3x*;  ainfi  fâifanc  cette 
quancicé  ,  on  trouvera  par  la  rdfalu- 
tien  de  l'équation  ,  i^x-J-  x  S  =+7  ^  d'où 

Onauroit  pu  prendre  auffi— iiy-j-4ij5 
B=— /I,  &  Ton  auroiç  eu  j=J=sïi  fie 


I 
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4ivifant  par  2,y=~jfaiianc*donc7  +  ij  jc 
+  i3jc'=:(  f^)%  o£i  trpw^a  ifijc^  15 
=:+^;  donc  jc= — ou== — 7.  * 

Si  on  vouloir  avoir  d*aurres.valeurs  de  x, 
il o'y  auroic qu^àchcrc  h cr  d  aucresfoIiHÎoos 

de  IVquation  r'—^j'-^J^  lac^lle  eft 
réfolublc  en  général  par  les  méthodes  con- 
nues ;  niais  on  peo^  auÛi  >  dès  qu'on  con- 
noît  une  feule  valeur  de  x  ,  en  déduire  im-*- 
médiaccmenc  toutes  les  autres  valeurs  fa- 
usfaiianccs  de  x  par  la  méthode  expliquée 
dans  le  chap«  IV  du  Traité  précédent. 

R  H  M  A  R  *q  u  E. 

^7.  Suppofons  en  général  que  la  quao* 

tire  r;-}-Z?x-|-cjc'  devienne  égale  à  uu  quarrii 

g\  lorfque  Jt=/,  en  forte  que  I*on  ait 

a  +  hf-\-  ^  s  ;  donc  û=g' — hf—cf'  ; 
de  forte  qu^en  fubftituànt  cette  valeur  daos 

la  formule  propofée  ,  clic  deviendra 

Qu'on  prenne  g-j-m  (  J>f— /  )  po^^ 
racine  de  cette  quantité ,  m  étant  uo  nom* 
^re  iiidéterniiné ,  &  Toq  aura  ll^guatioa 
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f  i(;r-/ ) + c  (  x^f  >=/+ zmgi^f) 
rj-rn'^  x — f)\  c^'eii-a-dire  ci)  edàcant 
de  parr  6c  d'autre  ,  &  divifant  enfuice  par 
x—f ,   |.  r  (  x  -[-y  ')  =  1  mg-]-m  (  x— ^ ')  ; 
d'où  Ton  tire 

Er  il  eft  clair  qu'à  caufe  du  nombre  iod^* 
tcTrniné  m  ,  cette  expreffion  de  x  doîcreii- 
fcnicr  toutes  les  valeurs  qu'on  peut  don- 
ner à  X ,  pour  que  la  formule  propo(5fe  dc- 
V  icnne  uo  quarrc  ;  car  ^  quel  que  foie  le  nom- 
bre quarré  auquel  cette  formule  peut  être 
égale ,  il  eft  vifiblc  que  la  racuie  de  ce 
nombre  pourra  toujours  être  repréfcntée 
par  g-J-/K(jC — •/)  9  CD  donnant  à  m  une  va- 
leur convenable.  Ainfi  ,  quand  on  aura 
trouvé  par  la  méthode  expliquée  ci-defllis 
UuC  feule  valeur  faci^Fairani^  ùz  x ,  il  n'y 

aura  qu'à  la  prendre  pour/^  &  (a  racine 

quaiic  qui  en  relultera  pour  g  ;  Ton 
aura  par  la  formule  précédente  toutes  le^ 
gutres  valeurs^poiiibles  de  x. 

Dans  Texemple  précédent  on  a  trourtf 
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y=>j  &c  X  =~7>  ainfi  on  fera  g=J-  «  & 
fo—  ~ ,  6c  Pon  aiira 

19  lOm  1/72', 


c*cSt  rexpreflioo  générale  des  valeurs  fa« 
tionnelles  de  x  ^  qui  peuvent  rendre  quar« 
r^fc  ia  quancicd  7  +  15X  -f-  i^x'. 

£XB.  MflE  IL 

♦  - 

Ç8.  Soie  encore  propofé  de  trouver  une 
valeur  rationnelle  dey ,  telle  que  ^37'—$ 
ioit  un  quarré. 

Comme  ^3  &  5  ne  (ont  divilibies  par 
^ucun  nombre  quarré^  il  n'y  aura  aucune 
rëduâion  à  y  faire.  Âinfi ,  en  (àifant  y=^ 
il  faudra  que  la  formule  p*'~$Ç^  de- 
vienne un  quarré    ;  de  forte  qu^on  aura 

^équation  2»3p  ={'4"5?'* 

On  fera  donc  ^='?f — ^3q' ,  &  il  faudra 
prendre  pour/z  un  nombre  entier  non  > 
tel  que     -j-  5  foit  divifible  par  23.  Je 
trouve  /I  =  8,  ce  qui  donne ii*«:|-*5=:23. 3 , 

çet(e  valeur  de  n  eft  la  feule  ^ui  au 
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les  conditions  requifes*  Subfticuanc  donc 

— 23^'  à  la  place  de;[  ,  &divifant  touçc 
Inéquation  par  13  y  j'aurai  celie^ct  « 

dans  laquelle  on  voie  que  le  coefficient  3 
eft  d^à  moindre  que  la  valeur  de  B  qui 
cft  5  ,  abflraâion  faite  du  fignc. 
Ainfi  oQ  multipliera  toute  l'équation  par 

3  ,  Se  Von  aura  3/^'=^ (3?— S^O'-f  5S*  ; 
de  force  qu'en  fàifaot^=y  ^  il  faudra  que 

la  formule — $y*^"3  foit  un  quarrd ,  ou 
les  coefficiens  $  &  3  o^admettenc  aucune 
réduâioo. 

I 

Soit  donc  J=7,  (r  & /font  fuppofés 
premiers  entrVux^  au  lieu  que  q^^p  peu* 
vent  ne  pas  lierre ,  &  l'on  aura  à  rendre 
quarrée  ta  quantité — $'^^+3  /'';  de  forte 
qu'en  nommanc  la  racine     on  aura — 5 

4-3/»=J%  &  de-Ià— 5A^=i^— 3yr\ 

On  prendra  donc  :^'=mf'^^f ,  Se  il 
faudra  que  m  foie  un  nombre  entier  non 
>i,&c  tel  que  m* — 3  foit  divifibic  par  5  ; 
•r,  c'i^â  ce  qui  e&  impoifible ,  car  oa  ne 
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pourroic  prendre  que  ou=i ,  ce 

<{ui  donne    — 3=1—2  ou=i.  Âinii  on 

en  doit  conclure  que  le  problème  c'cft  pas 
réfoluble  ;  c^eft>à-dire  qu^il  eft  impoffible 
ijue  la  formule  ijj'' — 5  puide  jamais  de- 
venir égale  à  un  nombre  quarré  ,  quelque 
nombre  que  Ton  lubUicue  à  la  place  de  y» 
Corollaire. 

^6.  Si  on  a  voie  une  équation  quelcon^ 
que  du  fcc(  nd  (!c:;rc  a  deux  inconnues, 
telle  que  û^irx-f-cy-}-c/x*-j-^xy-|-/y*=o, 
&  que  l'on  propo!..::  de  trouver  des  vaicurs 
rationnelles  de  x  &  y  qui  facisBiïenc  à  cette 
équation  ,  on  y  pourroit  parvenir,  lodquc 
cela  éft  poflible ,  par  la  méthode  que  nous 
venons  a  cxpoler, 

Ën  effet  j  fi  on  tire  la  valeur  dey  en 
on  aura 

-  a/y+fx-f  c==l/((c-hev)^  — 4./ {a+hx^ 
^x'^)) ,  ou  bien  en  laiijnc 

a/y-f-<?x-j-c===:i/(«"f-ôA:--f-yx^  );  ' 
de  force  que  la  qucltion  icra  rcduire  àcrou- 
ver  des  valeurs  de  x  qui  rendent  rationnel 
le  radical  j/  {^-^-^ix-f-rx^)* 

m 
m 


'A  D  2}  I  T  I  O  K  s, 

^o.  Nous  avons  ddjà  traité  ce  même 
fujec  j  mais  d^uiie  manière  un  peu  difFé^ 
rente  ,  dans  les  Mémoires  de  P Académie 
des  Sciences  de  Berlin ^  pourPannée  17^7, 
£c  nous  croyons  ctrc  les  premiers  qui  ayons 
donné  une  méthode  dîrefte  &  exempte  de 
tâtonnement  peur  la  folution  des  problêmes 
indéterminés  du  fécond  degré.  Le  Lcfteur 
qui  fera  curieux  d'approfondir  cette  ma« 
ticre,  pourra  confulcerlcs  Mémoires  cités, 
où  il  trouvera  fur-tour  des  remarques  nou» 
vcjlci>  Se  importances  fur  la  rcchciclic  des 
nombres  entiers  qui,  étant  pris  pour 
peuv^cr':it  rendre  ri^ — B  diviiiblc  par  A  , 
A  6c  B  étant  des  nombres  donnés*  ' 

On  trouvera  auflî  dans  les  Mémoi  rcs,  pour 
les  années  1770  &  fuivantes ,  des  recher* 
ches  fur  la  forme  des  divifeurs  des  nombres 
rcpréfcntés  par    — Bq^;  de  forte  que  par 

forme  même  du  nombre  ,  on  pourra 
juf^er  fouvent  de  PtmpoiSbiiité  de  Inéqua- 
tion Ap^==:l^ — Bq^ ,  où  jiy''^]j=à  un 
quarré ,  (art.  J2)t 


Legendre  s^eft  occupé  depuis  ,  dans  \é 

Mémire  cité- plus  haac  (art,  47) y  k 

chercher  les  coodicions  générales  de  la 

*  f^offibilité  ou  de  rimpoiSbilitë  des  équa«« 

dons  iadécerminces  du  fécond  degré ,  &L 

3I  .eft  parvenu  à  ce  théorème  remarqua^ 

-ble  ,  que  Inéquation  ax'-;J-bx*=cz*  ,  dans 

laquelle  a ,  b  ,  c  font  pofitifs ,  premiers 

tnuUux  &  dégagés  de  tout  Jaclear  quarréf 

tjl  rtfoiuule  ;  Jl  on  pcuc  trouver  trois 

giitiers  A  y  M,  t.  tels  que  les  trois  quantités 

a^» — b  c-u* — b  Cf^ — .  , 

 9  j  — ; — Joieni  des  entierSi 
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PARAGRAPHE  VL 

Sur  les  doubles  &  triples  Egalités. 

6i,j^N[ous  craiccroos  ici  en  peu  de  mou  ^ 

'des  doubles  (Se  triples  égalités ,  qui  foht  d'ua 
tifage  crès-fréquenc  dans  i^analyie  de  Z7io-i 
phante ,  &c  pour  la  folution  dclquclles  cé 
grand  Géomètre  &  fes  Commentateurs  ont 

cru  devoir  donner  des  règles  particulières. 

Lolrfqu^on  a  tine  formule  contenant  unô 

ou  plulieurs  inconnues  à  égaler  à  une  puif- 
fance  parfaite  »  côintne  à  un  quàrré  ou  àuà 
cube  »  &c.  p  cela  s'appelle  dans  Panalyfe  de 
Z>/opAânre  une  égalité  fimplè;&  lorfqu^on 
a  deux  formules  contenant  la  même  ouïes 
mêmes  inconnues  à  égaler  chacune  à  des 
puiflances  parfaites^  cela  s^appelieune  égà*' 
lité  double,  &  ainfi  de  fuite; 

Jufqtt'îci  on  a  vu  comment  il  faut  ré^ 
foudre  les  égalités  fimples  ôùPincènnué  ne 
paffe  pas  le  fécond  degré  ^  2c  où  la  puif«- 
fance  propofée  eft  la  (econde  >  c^eft-à-diré 
le  quarréi 

'    Tome  IL  tt  ù 


Aj>j>itions. 

Voyons  donc  comment  on  doit  traîrer 

les  dgâlicds  doubles  uc  criples  de  la  même 
efpcce. 

6^.  Soit  d  abord  propofée  cette  égalité 

fl-J-i.Y=  à  un  quarré 
c^dxs:^  à  ua  quatre  f 

OM  rioconûue  jc  ue  fc  u ouve  qu'au  premier 

degré.. 

àviJSknt  X  de  ces  deux  équations ,  on  aura 

ad-^c^^^^ — ^^^,f  ^^^^  dt^^bu^+ad'-bc^ 
^{dt  ad — bc  )d;dt  forte 

que  la  difficulçé  fera  réduite  àxrouver  une 
valeur  lationnelledc  u,télcqMcdbti^ad^ 
^—bcd  deyienfie  uu  quwé.  On  rélpudra 
cette  dgaliccfimple  parla  méthode expofée 
ci-deflas^  &  coonoiHanc  aiol^  u  ou  aura. 


Si  réalité  doublée  étoiç^ 

ax^bxssf  à  un  quarré 
.    .       cx^r^/x:-=:  à  un  quatre. 


.il     auroit  qu'à  faire  ^5=^  ,  &  muitw 
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plier  enfuiic  Tuiic      Taucrc  funnule  par 

le  quarrd  x%  on  auroip  ces  deiixf  aucrek  égi^ 

litésa^bx^àm  quarré  àcc^éstéîisà'iÊh 
qua  rrd,qui  font  fcm  W&bleis  aiuf  précéd  eûtes. 

Atnficmpeut  réfoodraen  générdl  toutes 
les  égalités  doubles  où  l-Uiconnue  tie  pafTc 
pas  le  premier  degf-ë  /ft  celkis  oùlMiitiBri^ 
|iue  fc  trouve  dans  tons  les* termes,  pourvù 
qu'elle  ne  paffe  pas  lè  fécond  tl'cgïï'i  nSaii 
il  n^cn  eft  pas  de  même  lorfque  l'on  Or  des 
égalités  de  cette  forme»  '  *  •    -  /  n 

N  •    .  or\:-hx7^cxh=Là  un  quarré 
*-j-6;c-f-rx^^  à  un  quarri* 

Si  on  rérouc  la première  de  4;e;'4gttli(éi 

parnotrc  méthode,  &  qu'on  nom^ne  /"la 
valeur  de  x  qui  rcnd^  û  rfriJjc  4^^^=3:311 

qûarrd^*,  on  aura  en  gciidral  (art.  57  ) 


donc  fublticuant  çetteexpreffion  dex  dans 

Tautre  formule  «-{-ôx-j~y^^  t  5c  la  mulri-? 
'pliant  enfuite  par  (  ^k^rrrc  y ,  on  aura  à 

réfoudre  régal  lté  j    -  = 
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àam  laquelle  riocoimue  m  monte  au  qua- 

Or ,  on  n^a  jufqu'à  pr^fent  aucune  règle 
générale  pour  réfbudre  ces  fortes  d'égali- 
tés ,  de  tout  ce  qu^oQ  peut  &ire  ^  c'eft  de 
trouver  fuccellivemenc  différences  folu« 
tiens ,  lorfqu^on  en  coonolt  une  feule* 
(  Voyez  le  chapitre  IX.  ) 

^3.  $i  on  avoit  k  triple  égalité. 

cx^dy  >      à  un  quarré  , 

on  feroic  ax^bys^t^ ,  cjc-f-.iy=stt*,  fie 
hx-\^ky=f^ ,  &  chaflTant  x  de  ces  trois 
équations  ^  on  auroic  celle-ci , 

{ah-^hhyu^—  {ch-^Jh  )  t^ad^cb  )f^; 

de  forte  qu'en  Êtifant  7  z=s  ^  ^  la  difficulté  fc 

réduiroic  à  réfoudre  Tcgalicé  (impies 

ak^bh       ck—dh     ,  \  ' 

:  -7a  j  -=  a  un  quarrc  , 

ad — cb^      ad — cb  ^ 

^laquelle  eft ,  comme  Von  voit,  dans  le  cas 
de  notre  mécbode  géoérale. 
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Additions**  ^6% 
Ayant  trouvé  la  valeur  de  \ ,  on  aura 
u=ti ,  &  les  deux  premières  é^uacions 
donneront 

"^ad^b  ad—cb 

Mais  fi  la  triple  égalité  propoftfe  ne  con- 

cenoit  qu'une  feule  variable ,  on  retom^-» 

beroit  alors  dans  une  égalité  où  riocoonue 
inonceroit  au  quatrième  degré. 

En  efFec  ^  il  eft  clair  que  ce  cas  peut  fe 
déduire  du  précédent  ,  en  ^i(ant  yssx  ; 

de  force  quMl  faudra  que  Ton  aît^^  ^ 
sse  I  ^  &  par  conféquent^^^ss^  un 

Or  ,  nommant  f  vxnt  des  valeurs  de  2 
qui  peuvent  fatisfàtre  à  Tégalité  ci-deflus, 
&  faifant ,  pour  abrégçr  ^  on  aura 

en  général  (art.  57) 


Dpnc,  fubfiicuant  cette  valeur  de  {  dans 
la  dernière  égalité,  &  la  multipliant  toute 

par  le  quarré  de  m^i^ ,  on  aura  ceiie-d  ^ 

Nu  3 


r 

y 
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ffszà  un  quarré ,  où  Tinconnue  m  monte, 
comme  Ton  voie,  au  quatrième  degré. 

PARAGRAPHE  VII. 

Méthode  dircdd  Ù  générale  pour  trouver 
toutes  lei  valeurs  de  y  exprimées  en  nom- 
hres ctitiers, par  lej quelles  tt?  peut  rendre 
rationnelles  les  quantités  de  la  forme 

A  6* B étant  Jts  nombres  entiers  donnés; 
&  pour  fi  ou  ver  aufft  toutes  les  folutions 

pojfïbles  e^i  nombres  entiers  Je  s  Equations 

indéterminées  du  fécond  degré  à  deux 

»    ■  • 

fnçoanuts. 

'  \4ddiiion  pour  ic  Chapitre  FL 

6^  C^uoiquE  par  la  fnéthode  du  V 
pn  puiffe  trouver  dés  formules  générales 
oui  renfe/m^jit  toutes  les  valeurs  ration- 
pellcsde  j,  propre»  à 4rendre  j(4"v*-f"^  ^§^^ 
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d'aucun  ufagc  ,  lorfqu'on  demande  potiit» 
y  des  valeurs  exprjun^es  en  nombres  en*^ 
tiers  ,  c'eft  pourquoi  nous  lonuiiLS  obliges 
de  donner  ici  une  nouvelle  méthode  pour 
réfoudre  la  queûion  dans  le  cas  des  non}* 
bres  entiers. 

Soit  donc  -^J**-f-  B  =  jc*;  &  comme  A 
&  iJfont  fuppoiiés  des  nombres  entiers,  & 
que  y  doit  être  auffi  un  nombre  entier,  il 
eft  clair  que  x  devra  être  pareillement  en-> 
tier  ;  de  iurce  qu'on  aura  à  rdfoùdre  en  en« 
tiers  l 'équation 

x^-^Ay^B. 

Te  commence  par  remarquer  ici  que  il  ^ 
n^eft  diviiible  par  aucun  nombre  quarré,  il 
faudra  ndceflairemcnt  que  y  foit  premier 
à  B  ;  car  fuppofons ,  s^il  eft  poffibte ,  que 
y  &L  B  aient  une  commune  mesure  < ,  eip 

forte  que  y=<iy ^  &  B:=za.B^i  donc  oa 

aura  x^=^a*y*««— «B',  d'où  il  s'enfuie 
qn'tl  faudra  que  ^  foit  divtfible  p^r  «  ;  & 

comme  An'cft  ni  quarrénidiviiibleparaucoû. 

quarré,  (  hfp^    à  caùfè^é  «  ëft  ââeor 


^6%  Aj}j>itjons. 

^pB  /\\  &udni  que  jt  foie  divifible  par  •  } 

I  l  I 

âiiâat  donc  xs^^t^  on  aura  •^xhs^^^Ay^ 
rf-c^S  pu  bien  eo  divifanc  par  «^«^c* 

ic=«^y^B'^  d'où  l^on  voie  (jue  £'  de- 
vroit  encore  être  divifible  .par  •  ^  ce  qu^ 
fit  contre  rbvpothefis. 

Ce  nVft  donc  que  lorfque  B  contient  des 
lueurs  quarrés  que  y  peut  avoir  une  çom- 
mune  mefure  avec  fi  ;  &  il  eft  facile  de 
voir  par  la  démonftracion  précédente  que 
f  ettc  commune  ^nefure  de  j  de  5  ne 
peut  être  que  la  racine  dMn  des  ââeurs 
quarrés  de  £  ,&c  que  le  nombre  x  devra 
«voir  la  mèine  commune  mefure  ;  en  forte 
que  toute  Tcquacion  fera  divifible  par  le 
quarrd  de  ce  commun  divifeur  àcx,y6cB. 

De-là  je  conclus  ^  que  fi  B  n'eft 
divifible  par  aucun  quarré  ,yàcB  feront 
premiers  çntr^cux, 

±^  Que  fi  p  eft  divifible  par  un  feul 
guarré  ^  y  ppufra  ^trç  prçmier  à  ou 
^iyifit)le  par    ce  qui  fait  deuf  cas  q^Hl  faur 

•  •  •  « 


A  D  JM  I  T  I  O  N 

Q9S  on  réfoudra  Téquacion  x*^Ay*^B  ^ 

en  fuppofanc  j  &l  B  premiers  entr'eux  ;  dans 
le  iibcood  on  aura  à  réioudre  i'équacioo 

— Ay^zssB^ ,  JB'  étant  =5  ~  j  en  fup* 

et 

pofanc  aufli y&B'  premiers encr^eux  ; maif 
il  faudra  enfuice  multiplier  par  «les  valeurs 
qu'on  aura  trouvées  pour  y  Se  x  ^  pour 
livoîr  les  valeurs  convenabliis  à  Tcquacioa 

3®  Que  fi  J3  cft  divifiblc  par  deux  difr 
férens  quarrés  ,  &  a%  on  aura  trois  c^s 
à  confidérc^  ;  dans  le  premier  on  reToudra 
l'équation    — Ay^B ,  en  regardant  y 

&  B  coninie  premiers  entr'eux  ;  dans  le 

fçcond  on  réfoudra  de  même  iVquation 

B 

jc?— ^y»=B^ ,  B'  étapt&^  >  dans  Phy- 

pothefe  dey  te  B'^  premiers  entr^eox 8c 

on  multipliera  enfuice  les  valeurs  de  oc  &  y 
par  «;  dans  le  troifieme  on  réfoudra  l'équa- 

lion  ^-r-Afzs^B'',      étante? , dans 

rhypothefe  de  y  &     premiers  entr'einç« 

§c  on  multipliera  enfuice  le$  valpurs  x 
^deypan, 


propofée 


((70  Aj^ditjons^ 

4^  &c.  Aiuii  on  aura  autant  d'équations 
difFcrentes  à  réfoudre ,  qn^il  y  aura  de  dif- 
fèrcûs  divîfcurs  quarrés  de  ;  mais  ces 
équations  feront  toutes  de  la  même  forme 
jc' — Ay'=B  ,  5c  j  fera  auffi  toujours 
premier  à  5. 

65.  Coniidéroos  doue  en  général  Téqua- 
;  lion  x' — Ay'=B  ,  où  y  eft  prcinîcr  à  B  ; 
&  comme  x  fie  y  doivent  âtre  des  nombres 
entiers,  il  fauJra  que  jc*— yiy*  foie  ùivi- 
iible  par  B. 

On  fera  donc,  fiiivanc  la  niéchode  du 

IV,  art.  48  ,  x=ny — J?{,  &  Ton  aura 
rcquncion  _ 

par  laquelle  on  voie  que  le  terme  (/i*— 
doit  être  diviûble  par  B  ,  puifqiie  tott«  les 
autres  le  font  d^eux-mênies  ;  donc ,  comme 
y  eft  premier  à  B ,  (Vjy/^.) ,  il  faudra  que 
tC—A  foie  divîfible  par  £  ^  de  forte  qu'eu 

iàifanç— ^ — sssC,  on  aura,  après  avoir 

âivifé  par  B ,  '  - 
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or  ^  cette  équation  cft  plus  (impie  que  la 

propofée ,  en  ce  que  le  fécond  luembre 
eft  égal  à  runitë. 

On  cherchera  donc  les  valeurs  de  n  qui 
peuvent  rendre  n* — A  divllible  par  B  ; 
pour  cela  il  luflira  (  art.  47  )  d'cffayer 
pour  n  tous  les  nombres  entiers  po(iti6  ou 
négatifs  non  >  f  ;  &  fi  parmi  ceux-ci  on 
nVn  trouve  aucun  qui  fatisfàfTe ,  00  en 
conclura  d'abord  qu'il  elt  unpoilibie  que 
;*^j4  poiflc  être  divifible  par  &  qu^ainfi 
J>c|uauûn  propofée  n'elè  pas  r^olubleea 
nombres  entiers. 

Mais  fi  on  trouve  de  cette  manière  un 
ou  pluficuis  nombres  facisfaiCns  ,  on  les 
prendra  l'un  après  Pautre  pour  n  ^  ce  qui 
^loniitfviau[a!lC  ocdiucrenccscfquarioiis  qu'il 
faudra  traiter.icparément,  âcdont  chacune 
pourra  fournir  ur.e.ou  plufieursfolucionsdc 
la  queftion  propolée. 

Quant  aux  valeurs  de /2  qui  furpafTeroient 
celle  de  7,  on  en  pourra  faire  abfiraâion  , 
parce  qu'elles  ne  donneroicnt  point  d'équa-r 

(iofis  différentes  de  celles  ^uiréfultçrpnt  de; 
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valeurs  de  n  qui  ne^font  pas>7^  comme 
nous  Pavons  déjà  montré  dans  Part.  52. 
■  Au  refte^  comme  la  condiâoo  par  la- 
quelle 00  doit  déterminer  n  eft  que  n*—A 
ioic  diviûble  par  B  ^  elt  clair  que  chaque 
valeur  de  n  pourra  être  également  pofitive 
ou  négative  ;  de  iorcequ^il  fui&ra  d'eûayer 
fucccJflîvemenc  pour  n  tous  les  nombres 
naturels  qui  ne  font  pas  plus  grands  que  f  ^ 
&c  de  prendre  cnfuite  les  valeurs  fatisfai- 
fentes  de  n  tant  en  plus  qu^en  moins. 

Nous  avons  donné  ailleurs  des  règles 
pour  &cîliter  la  recherche  des  valeurs  de  n 
qui  peuvent  avoir  la  propriété  requife^  £c 
même  pour  trouver  ces  valeurs  i  priori 
dans  un  grand  nombre  de  cas.  P^ayc^ies 
Mémoires  de  Berlin  pour  Vannée  tj6j , 
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Kéfolution  deréqufltion  Cy'-xnyz+Bz'= i 
en  nombres  entiers. 

On  peut  réfoadre  cette  équation  par 
deux  méthodes  dii£éreoces  que  nous  alloo» 
expliquer. 

F&BMIBRB  MlitHODB^ 

Comme  les  quantités  C,n,  B  font 

fuppofécs  des  nombres  entiers  ,  de  même 
que  les  indéterminées  y  &  f  ,  il  eft  vifible 
que  la  quantité  Cj'—2r/jç-|-£^'  fera  tou- 
jours oécelTairemeot  égale  à  des-  nombres 
entiers;  . par  conféquent  Punité  fera  la  plus 
petite  valeur  qu'elle  puifTe  recevoir ,  à 
moins  qu^elIe  ne  puifTe  devenir  nulle  ,  ce 
qui  ne  peut  arriver  que  lorfque  cette  quan^ 
cité  peut  fe  décompofer  en  deux  facteurs 
rationnels  ;  comme  ce  cas  n^a  aucune  dif*-^ 
ficulté  ^nous  en  ferons  d^abord  abftradion, 
&  la  queftion  fe  réduira  à  trouvdr  les  va- 
leurs de  j  &  qui  rendront  la  quantité 
dont  il  s^agit  la  plusperite  qu'il  eft  poffible  ;  * 
fi  le  minimum  eft  égal  à  Tunité  ^  on  aura 
la  réfolution  de  ^équation  propofée ,  finon 


<74  I  T  I  o  Tf  s. 

ovL  iera  aflurc  qu^cllc  n'admet  aucune  fo- 
lutfoti  en  nombres  entiers.  Ainfî  leproblêmé 
préfem  remrc  dans  leproblêmé  III  du  §.  11^ 
(Se  cft  fufccptible  d'une  folutîon  femblable. 
Or«  comme  l'on  a  ici 
(aru(Î5  )  il  faudra  dillingucr  deux  cas  , 
fuivaoc  que  A  ferk  pofitif  ou  négatif. 

•  Premier  cas  lorfque  n* — BC=A  <  o. 

67.  Suivant  la  ^méthode  de  Tarr.  31 ,  il 
^udra réduire  en  fjraâion continue  la  ^ac* 
tioiiT;.^  piilc  ^ouLivcmcnt  ;  exil  ce  c^u'u-n 
exécutera  par  la  règle  de  i'arr^  4  ;  enfuke 
on  formera  par  les  formules  deTart.  rc  la 
férié  des  fraâions  convergentes' Vet^sf,  & 
il  n'y  aura  plus  qu'à  eflayer  fucceflîv troène 
les  numérateurs  de  ces  fraâtons  pour  le 
nombre  y  ,iScle^déaorainarcursçorrefpon- 
dans  pour  4e  nombre  ^  ;  fi  laipropôfce  eft 
rérotubie«n  nogibrescmiersyon  ciouvcra 
de  cette  nutnicre-les  valeurs  fatisfaifantcs 
de  y    { ;  fSc  réciproquement  on  fera  ailuré 
quelapropofée  n'admec  aucune  folucionea 
sombres  entiers  ^  fi  parmi  les  nombres  qu^oQ 
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aura  efliyés  il  ne  s^en  trouvé  point  de  b- 

tisLilans. 

Second  cas  lorfque  n* — BCsasA  >  o. 

6%.  On  fera  ufage  ici  de  la  méthode  de 
Tare. 33.&fuiv,ainfi,à  caufcdc£'=:4^ , 
on  confîdérera  d^abord  la  quantité  (  arti^ 
cle  39  > 


 ~  f 


dans  laquelle  il  faudra  déterminer  les  fignes 
taiic  de  la  valeur  de  n  ,  que  nous  avons  vu 
pouvoir  être  également  pofitive  &  néga- 
tive, qucde  |/^,  en  forte qu^elIe  devienne 
pofitive  ;  enfuite  on  fera  le  calcul  fuivant  : 

III 

u:  on  continuera  Icuicment  ces  iérîesjufqu 'à 
ce  que  deux  termes  corrcfpondans  uc  la 


première  &l  delà  Icconde  Téne  reparoiileoc 
enfemble  ;  alors ,  fi  parmi  les  termes  de  la 
féconde  férié  P%  P\  P'',  ,  il  s'en  trouve 
un  égal  àTunité  pofitivc ,  ce  terme  donaera 
une  folution  de  rëquatjdn  pj:opofée^  âc  lei 
valeurs  de  y  &  feront  les  termes  corref- 
poqdans  des  deux  fériés  p%  p  ,  p"^  , 
&  calculées  par  les  formules  de 

Tart.  25  ;  fînonon  encoQcluraTur*le<hanip 
que  la  propofée  n'eft  pas  réfoluble  eo  nom- 
l^esemiers.C  Voy^i  PexempUde  Pare.zfo.) 
Troi/i€meCaslorJqucA=ik  un  quarré, 
6^.  Danscecas  le  nombrei/^  deviendra 
rationnel^  &  la  quantité  Cy^ — xny^-i-B^ 
pourra  fe  débompofer  en  deux  fàâeursra- 
tionneU.Ëneâec^cette,quanticé  n'eft  autre 

chofe  que  celle  -  ci ,   ^  

laquelle  ,  en  foppofant  yfssâ^ ,  peut  fé 
xnettre  fous  cette  forme , 

C 

Or,  comme  n*— ^^=-^^C=(/2-r^)(/:— û), 
il  âudra  que  le  produîç  de  tv^û  par  n — a 

foit 
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fbit  divifîbie  par  C ,  &  par  confëquebt  quo 
l^un  de  ces  deux  nombres  nr\^a  &  nr^a 
foie  diviiible  par  ûn  des  faâeurs  de  C  ^  & 
Taucre  parieiàâeur  réciproque;  fupporous 
donc  C=hc  Se  que  n+a=:fb ,  &  n-^assngc^ 
f&L  b  écanc  des  nombres  entiers^  &  la  i|oath 
tire'preccdeûcc  deviendra  le  produit  de  ces 
deut  iaâeors  tinéairès ,  €y+fy  2c  by+gi^  g 
donc^  puiique  ces  deux  fadeurs  font  égàut. 
à  des  nombres  entiers ,  il  elt  clair  que  leur 
produit  ne  fauroit  être=:i ,  comme  Tdqua^ 
cion  propofée  le .  demande ,  i  moioi  que 
chacun  d'dOx  ne  foir  en  parciculierssrfl  g 
ta  fera  donc  cy+y{=+i  &  *yi:|^î^*==+i» 
6c  en  déterminera  par^là  les  nombres  y 
&  ^  ;  fi  ces  Nombres  fe  troimnt  entiers  g 
on  aura  la  folution  de  Inéquation  propofée^ 
iSnon  elle  fera  infbluble  au  moins  en  nom* 
breâ  encieiSto 

S  m  ton  và  HitKoi>B. 

76.  Qu^on  pratique  fur  la  formule  Cy^ 
— iny^-f-fil^des  transformations  fembia* 
ble$  à  celles  dont  nous  avons  fait  ufàgé  plus 

Tome  IL  O  o 
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haut-(  ace  54  )  fie  je ,  dis  qu'on  pourra 
tuujoui^  parvenir  à  une  transformée,  tella 

les  nombre^     M      étant  des  nômbrea 
cn^r&  dépendant  des  nombres  donnés  C  , 
,  /2 ,  en  forte  que  l'on  ait  M^^-^LN^^in* 
^CB:snA ,  &c  que  de  plusx  M  ne  fou  pas 
plus  grand  (  abltradion  faîte  des  lignes  ) 
que  U  nombre  X ,  ni  que  le  nombre  N , 
les  nombres  iù.-^  feront  auffi  des  nom- 
bres entiers  y  mais  dépendans  des  nombres 
indéterminés  y  &  * 
*  Eii.e£:tfoic^  par  exemple ,  C  moindre 
que  B  y  &  qu'on  mette  la  formule  donc  il 
s'agit  &>us  cette  forme 

en&ifant  C=sB*&{fe=y;  fi  %n  n^eft  pas 
plus  grand  que  B^  ,  il  eH  clair  que  cette 
fermeté  ûntà  déjà  dVlle-mème  \ei  céndi* 
.•iio^s  requifes  j  mais,  ii  xn  eft  plus  grand 
que  B*,  alors  on  fuppoferayrsrmy'-f-y", 
,4^  fttbâîcuant  on  aura  la  transformée 


A  J>>  irions,.  $75> 

Ôr.  comme  lenombremeûiûdcccraiiné^ 
on  pourra,  en  le  fuppofahtentîër ,  le  préli* 
^re  tel  îjuc  le  iibihbre  n — m  -Ô'  ne  foie  pas 
J)lus  grand  que-B"  ;  alors  an»  ne  furpaC» 
fera  pas  jS'.  Ainfi ,  fi  an»  oc  lurpalfe  pas 
non  plus  5"  ,  là  transformée  précédente 
fera  déjà  dans  le  ciâs  qu'on  a  en  vue  ;  maiâ 
fi  2/2'  eft  plus  grand  que  S",  on  continuera 
alors  à  fiippofer  y'i=i=iiiy+y"S  ^  V* 
donnera  la  ûoûvellc  transformée 

On  déterminera  le  nombre  entier  m»  ; 
en  force  que  — wf^  J5"  te  foie  pas  piui 

grand  que         moyennant  quoi  ne 

furpaffcrapas        de  forte  que  l'on  aura 

Oo  a 
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tacrdûsforinée  cherchée»  fi  Xn'*  ne  furpafle 

pas  non  plus  5'",  mais  fi  in"  furpaffc  B  '  , 
onfuppofera  de  nouveau  y**  3=/»"/"^-/' 

Or ,  il  eft  vifible  que  ces  opérations  ne 

peuvent  pas  aller  à  Tinfini  ^  car  puifque  2/1 
eft  plus  grand  que  &  que  2r'  ne  Teft 
pas ,  il  cil  clair  que  fera  moindre  que  n; 
de  thème  eft  plus  grand  que  ^  & 
1/2'^  neTclt  pas;  donc  noiera  moindre  que 
n*,  ài  ainfi  de  fuite;  de  force  que  les  nom« 
brcs  /t  )  n%  n"  y  é'c. ,  formeront  une  fuite  dé> 
oroiiTance  de  nombres  enciers,^  laquelle  ne 
pourra  par  confèquent  pas  aller  à  l'infini 
On  parviendra  donc  néceflàirement  à  une 
fermule  où  le  coefficient  du  terme  moyen 
ne  fera  pas  plus  grand  que  ceux  des  deux 
termes  extrêmes  ^fic  qui  aura  d^aiileurs  les 
autres  propriétés  que  nous  avons  énoncées 
ct-deflus  ;  ce  qui  eft  évident  par  la  nature 
même  des  transformations  pratiquées. 
Four  faciliter ,  la  transformation  de  la 

m 

formule 


en  ceileH:i  • 

je  défigoe  par  D  \c  ptus  graad  dea  4«iiic 

coefficiens  extrêmes  C  &c  B  ,  ôc  par  JQ' 
Tautre  coefficient  ;  âc^  Wiitf  v^rM ,  je  dé- 
ligne  par  ^  la  varkhle  doac  l^quarréfe  u:oii« 
vera  multiplié  par  Se  par  ¥  Tauire  vib- 
ri^bie  ;  en  force  que  la  for^mulc  propofée 
prenne  cette  fbrnie 

où  D*  foie  moindre  que  D;  enfuite  je  n^au^^ 
rai  qa'à  -^lire  le  calcul  fuivant  : 

I 

m 

OÙ  il  faut  bien  remarquer  que  le  %ne=9B  ^ 

qui  eft  mis  après  les  lettres  m ,  /w',  m", 

n%diqoe  pas  une  égà^té  parfaite,  mais  feu» 
Içxçent  une  é^alit^  apiOS  approchée  qu'il  çft 


I 


m 
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poflible  9  en  tant  qu^on  n'en|:end  pai  m , 
m%  m"  y  ârr.yqac^dês'ticmibres  entiers.  Je 

èdtrè-  figtiG  convenable.  . 

Ces  opérations  4oi^cnt  être  conâouée^ 
jufqu'à  ce  que  dans  la  férie/ï,  n?,  12",  &c., 
llcNyirè  on  t(;rme  cpnune  iz' ,  qui  (  abf- 

traélion  faite  du  fignc  }  ne  fuipalFe  pus  Ja 

moitié  du  terme  correijpondant  de  h 
férié  DS  DM  ;  D??* ,  6:^:. ,  non  plus  que  la. 
fnôkié  dju.  terjffie  fuivaof  D^"^' .  Alors  09 
pourra  faire  D'  =L ,  /i'  =:iV  ,  D^*'=M, 

&  ô'Œi-,  ôH';={,  OU  bien  C  =M, 
r£=:£*&  ^=5,  Nous  iuppoicrons 

toujours  par  la  fuite  qu'on  ait  pris  pour  M 
le  plus  petit  d^  deux  nombres  , 
*  71.  L^équarion  Cy^ — ^^Yl'^I^i^^: 
^era  donc  réduite  à  ceile^çi , 

où  N^-^LM^zji ^icoiixN  nVft  ûi>X 
nii>^  (  abftraâion  faite  des  figaeS  )• 
Or  ,  M  étant  Jo  plus  pçtit  des  deux  coeffiK 
cîcns  L  ôc  M,  qu^on  multiplie  toute  Téqua* 
don  par  co  coefficient  M,  6c  &ifanc 
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il  ciLclair. qu'elle  ic  «changera  ea^elie-d  , 

dam  laquelle  il  faudra  maintenant  diftior 
guer  les  deux  ças  de  A  pofitif  de 

un  opiabre  pofitiC,  .Wquatiorujfera  donc 
^-+aC=M.  Or ,  comme iV^—^LM=  ^  , 
on  aura  a^LM-^N^  ;  à'oix  Ton  voit 
d'abord  que  les  nombres  L&i  M  doivcnc 
être  de  mêmes  fignes  j  d^iUçurs ,  f  iV  nç 
doit  ér^c  ni  >  i  ni  >  M  i  donc  iV»  ne 
fera  pas  > ;  donc  fl=;=ou>iI. Af  ; 
^Uque  M  ettfupppfié  moindre  quel, ,  ou 
aa  moins  pas  plus  grand  que  £,  on  am 
.à  plus  forte  raifon  a  =  ou  >  |  M'i  do;ic 
ikf=ou  <       ;  donc  M<^Va. 
'  Oa  voit  par-là  que  Téquadon       a  f 
ne  laurolt  fuhfiftcr  dans  rhypothefç 
que  «  &.S  foient  des  nomb^^e^  entiers ,  à 
jRoins  que  Ton  ne  faflc  H=o  &  o  HszM 

«e  qui  deaiandft jiu©  jH  foit  un^iom^fjrç. 
qjiarr4     .  .    i:  .  -  O  o  ^ 


Sappofons  ^onc  M^t^^  &  Foo  mirt 
(ssso  j  »  =1:^  ;  donc  par  l'é<juadoa  • = iVI« 
—  iVg,  oo  aura  ii^*=s:+^,  &  par  confif* 

qiieac  t=dbi  >  ^  fauroic 

être  un  nombre  entier ,  comme  il  le  doit  . 
{hyp.^  à  nioiiis  que  ^  ne  foit  égal  k  runtté^ 
foit=+F ,  &  par  conféqueot  ikf==r.  . 

X>e*la  je  tire  donc  ceti»  CQnféqoeDC^  , 
que  réquâtioo  propofi^e  ne  fauroic  être  ré- 
folukle  en  notnbres  entiers,  à  moias  que 
Mm  fe  (rouve  égal  à  Tuoité  pontiye.  Sf 
eette  condition  a  tiei>,  alozs  on  fera  i^sso , 
^sHhi  ^  &  on  remontera  de  ces  valeurs  à 
celles  de  y  &  ^j". 

Cette  méthode  revient  pour  le  £ood  am 
même  que  celle  de  l'art.  6j ,  mais  elle  a 
fur  celle-là  Tavantage  4e  n'exiger  «ucim 

tâtonnement.  ' 

%^  So\t  maintenant  A  on  nombre  poiî- 
%\(,  on  aura  A=zN^ — LMior,  comme 
ne  peut  pas  être  plus  grand  que  ^  ,  îi 
çft  clair  que  Téquation  ne  pourra  fubfiiiter^  # 
k  moins  que-^IM  ne  foie  un  nombre  po» 
^tif  «  c'cft-à-dire  qucLôlM  ne  foiens  do 
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lignes  d  ifFéreos.  AinG-^  fera  ndceffai  r  e  m  cnt 
<:^LM  oo  tout  au  p\vts^-^L^  »  & 
iV=b,  de  force  qu^oa  aura  —  jLAJs^oa 

<  ^  ,  &  par  cooféqucoc  Af^  s  oo  <  ^ 
pu  M=fOu  <  k  ^. 

Le  cas  de  M=  |/^  oe  peut  avoir  fiai 
que  iorfque  ^  elï  un  quarré  ;  pai  confequett 
çecaffcft  très-^&cile  k  rëfoadre  par  la  mér 
thode  doonee  plus  haut  (  ar;.  69  )• 

Refte  donc  le  cas  où  A  nVft  pas  quarré 
6c  dao»  lequel  00  aura  ndceilairemenc  M 

<  l/^i (abftraftion faite  du  fignc  de  M); 
alors  Téquacioo  tr^~^      ilf  fera  dans  le 

cas  du  chéorêoie  de  lart.  3S,  <Sc  fc  reloudra 

par  conféqncnt  par  la  méthode  (pie  nons  y 

avons  indiquée. 

Âînfi  U      aura  qu'à  Ëdre  le  calcul  fuîv.  * 

Ç",        +Q'     =^p^.  A*"  <  F  


58^  .Additions. 

qu^on  conrioiiera  jufqu^à  ce  que.  deux  ter^ 
mes  correfpoDcUns  de  la  première  &  de 
Ja  fecdndefërie  reparoifrenrenfemble^  ou 
bien  juiqu^à  ce  que  dans  la  lërie  P%  i^''  , 
P"',  St.  ,  il  fe  trouve  un  terme  cgalà  Tunité 
|K>firive,  c'efli-à-dire = ;  car  alors  cous 
les  termes  luivansreviendroncdans  le  même 
privé  dans  chacune  des  cross  fériés  (arricle 
37  ).  Si  daps  la  fdric  P',  P",  P"%  6c. ,  il  fe 
Uouve  4]n  cerme  égal  à  ikf ,  00  aura  la  ré- 
loJution  de  Téquation  propcfée^;  car  il  n'y 
aura  qu^à  prendre  pour  v  &  { les  serraes  cor* 
refpondans  des  feries  p\  p",p"%.6'c.,  q^, 
(&c*.calculécs  d'après  les  ibrmules 
de  Tare  25  ;  &  mémo  on  pourra  trouver 
une  infinité  de  valeurs  fatîsfaifantes  de»  & 
en  continuant  à  Tintini  les  mêmes  fdnes, 
•  Ecs  qu'on  connozcra  deux  valeurs  de 
»  &  S  t^on  aura  par  Téquacion  =  il/ 4^ , 
—  Ni  celle  de  ^,  laquelle  fera  aulfi  tou- 
jours égale  à  un  nombre  entier  ;  enfuice  on 
pourra  remonter  de  ces  valeurs  de  ?  &  ♦ 
c'eft-à'dîrede  ^  à  celles  de  e  &  1'^ 

ou  bien  de  y  &  |  (  arc.  70  )• 
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Mais  fi  daos  la  férié  P%  P"',  &c., 
îl  nY  a  iôcoh'tcrme  qui  fo5t'îr±'Af ,  ôn  eo 
conclura  hardimcoc  que  Pcquauoo  propd^ 
fée  n^adtnec  aucune  lolutioh  en  nombres 
emiers*.  '  '  ' 

Il  Cil  bon  cic  remarquer  que  comme  la 
férié  P%  P',  Pm,  fir. ,  ainfi  que  les  deux 
autres ,  Q%  Q-,  6v. ,  Se  ^,  a',  m"  ,  &c. 
De  d^pçodçùc  que  du  noiobre  A  ;  le  calcul 
«nç  fois  faic  pour  une  valeur  donnée  de  A 
fervîra  pour,  toutes  less  équanons  oii  A^ 
ç'cft-à-dire/2^ — CP aura  la  même  valcjir  j 
<Sc  c^^en^qoi  la  méthode  .précédente  eft 
préférable  à  ccllp  de  Parc.  ^8 ,  qui  exige 
un  nouveau  calcul  pour  chaque  équation.  « 

Au  reftc,  tant  que  A  ne  paifcra  pas  1 20, 
on  pourra  ftire  ufage  delà  Table  que  nous 
avons  doqnéç  à  Tari;.  41 ,  laquelle  cootienc 
pour  chaqqe  radical  VA  les  valeurs  des 
'  germes  des  deux  fériés  Po,  -pijP^ ,  P"^ 

5r,&  /*'",£'c.,  continues, 

jufqu'àce  que  l'un  des  termes  P%  P" 
^c,  devienne  =  i,  aprc^quoi  cous  les terr 
mes  fuivans  .dç.  l'une  6$  de  l'autre  férié 
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revieimait  dans  le  même  ordre.  De  fiarce 

jqu^oo  pourra  juger  fur  le  champ ,  par  le 
moyen  de  cetteTable«  de  la  rdfoluhiUcé  de 
r^quacioQ  •* — Ai^M. 

De  la  manière  de  trouver  toutes  Us  folu* 
.  '  tions  pojfîbleê  àe  l'Equation^ 
Cy^ — iiîy2i-[-Bz^x , 
lorfqu^tm  n^en  connott  qu'une  fadcj, 

7X«  Quoique  par  les  méthodes  que  nous 

venons  de  donner  on  puilTc  trpuver  iuccef- 
/ivcmeot  toutes  les  folutîons  de  cette 
équation^  lorlqu^elle  eft  rcioluble  en  nom- 
bres entiers  ^  cependant  on  peiK  parvenir 
à  cet  objet  d'une  manière  encore  plus  iioi- 
pie  que  voici  : 

Qu'on  nomme  p  &cq  ïts  valeurs  trou* 
vées  de  y  &  :[  ,  én  forte  qoe  Ton  aie 

Cp'^-^^npq-^Bq^zszi , 
&  qu^on  prenne  dtux -autres  nombres 
çnti ers  r&tf,  tels  que  pf-^r^i  ^  (ce  qui 
çfl:  toujours  polEble ,  à  caufe  que  /»  j 
font  ndcefiàirement  premiers  eotr^eux  )^ 
qu'on  fuppofe  enfuice 


i  &  (I  âaoc  deux  nouvelles  ixiMteraùnéet  ^ 

fubftituant  ces  expreflîons  daos  Té^uacioa 

&c  faifanc  pour  abréger 

R=:^^^nrf-j-Bp, 
oa  aura  cette  traostbrmde , 

Or  9  on  a  (  hyp.)  Ps  i  ;  de  plus^  fion 
nomme  p  &  *  deux  valeurs  de  r  S:  fc^ni 
fatis&fienc  à  l'équation  pf^q^^i  ^pn 

aura  en  général  (  arr,  42  ) 

fïi  étant  un  nombre  quelconque  entier  ;  donc 
mettant  ces  valeurs  dans  Texpr^llion  de  Q  ^ 
elle  deviendra 

de  forte  que  comme  P=i  ,  on  pourra 
rendre  Q=o ,  en  prenant 
m= — Cpf      (  p'+î*  )  — 

Maintenant  je  remarque  que  la  valeur 
de  Q^'^PK  fe  réduit  (  après  les  fubfttta* 

tîons  (Scies  rédudions  )  à  celle-ci  ,(^n^'^CB  ) 

(  pf^ty  i  de  farte  que  CQmme  pf^jr 


=1 ,  OU  dura  Q*— Filt=ii»— C5= 
donc  faifanç  F—i  &l  Q=.o  ^  il^  viendra, 
— K=/^ ,  favoir  /?  '       A  ;  ainlï  l'équa- 
tion transformée  ci-defTus  fe  changera  ea 
celle-ci ,   — j1u^=i  ;  or ,  comme  y  ,  {  , 
p,  q^rôç. /{qui  par  rhypotheiê  des ûoiih 
bres  entiers ,  il  ctt  facile  de  voit  que c 
feront  aufli  des  nombres  entiers  ;  car  ,  ea 
tirant  leurs  va!eursdcsequauonsy==p/+ri/ 
&  ^^qt -j-fu ,  on  a  <=i=i^?,,  &  ii  =  ^4^, 
c'cft-à-dirc  ,  à  caufe  de pf—qn=.\ ,  i=^y 

Il  nY  aura  donc  qu^à  réfoudre  en  noin« 
brcs  entiers  Téquation  t^^Au-tsst  , 
&  chaque  valeur  de   &.  de  u  donnera  de 
*  nouvelles  valeurs  de  y  &  ;f. 

En  effet,  iubftituant  dans  les  valeurs  gé- 
nérales de  r  &  y"  la  valeur  du  nombre  m 
trouvée  ci^delTus  .  on  aura  ' 
rz=i^{l—Cp^^)—Bpqc'^np{pc+qf),. 
/— '(  «  Sq^y—Cpq  f^nq  (  p^+q 
ou  bien,  à  caufe  de  C/?^ — inpq'^B.f= 
r=  (B^;//? )  ( qf—p^)=^^  Jiq^^Pi 
f={Cp-^nq){pff  —  q^)=:Cp — nq^ 

Donc  mettant  ces  valeurs  de  r  ôc/dans 
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les  ÈxpreffioDfi  ci-dplTus  dey 'ftc^^  on  aura 
en  général 

73»  Touc  fe  réduic  donc  à  réfoudre  Vé^ 

quation   — Au^=:i4 

Or  ^  I?  il     eft  un  nombre  négatif  j  il 

cft  viiible  que  cette  ésjuauon  ne  lauiuic 
fubiifter  en  nombres  encî çrs  ^  qu^en  f  aifanc 
u=zo  &c  r=i  ,  ce  qui  dunneroit  y  =zp  Se 
:i=q.  D'oà  l'on  peut  conclure  que  dans  le. 

cas  où  A  ell  un  nombre  poficif  ^  Téquanon. 

> 

propofée  Cy* — znyi-^B^^^^zt ,  ne  pcoi 
jamais  admettre  qu^une  feule  (oiucion  m, 
nombres  entiers. 

Il  en  feroit  de  même  A  étoic  un  nom-, 
bre  pofitif  quarrd  ;  car  Ëiifant  A^a^ ,  on 
auroit(£+ûii)(r— /3m)=i;doQcr+âw=j2i, 
&  t — <iw=+i  ;  donc  iau=o  ;  donc  m=o  , 
&  par  coniiéquent  1=^  i* 

Mais  fi  y/  eft  un  nombre  poCtif  non 
quarréj  alors  Téquation  t^^AH^=zi  eû  ton* 
jours  lufccpciblc  d'une  infîuice  de  uiluiioiis 
en  sombres  entiers  (''arr.  37  )  qu'on  peut 

« 

irouvcr  toutes  par  les  fonuules  données 


Jjî»     .  ji  D       I  T  I  O  ÎT  S: 

t 

'ci-deflus  (  art.  ji ,  x  )  ;  mais  il  fufEra 
trouver  les  plus  petites  valeurs  det&u, 
te  pour  cela ,  dès  que  Poo  fera  parvenu  j 
daoslâ  féric,  PS  Pî*,  P"S  &c.,à  unietnic 
^gaià  Tunué^  îl  n'y  aura  qu^à  calculer  par 
les  formules  de  Tàrr.  a  5  les  termes  côrref* 
poudans  des  deux  iéries  p^,  6c., 
&  j',  ,  &c.  y  ce  feront  les  valeurs 

diercbées  de  r  &  1/.  D'où  Ton  voit  qoe  fe 
même  calcul  qu'on  aura  fait:  pourîa  reio- 
Itttion  de  réquaciôo  ï^-^Ai^M,  fecvîrs 
aufE  pour  celle  de  Tiiquaiion  t^—Au^i; 

Au  refie ,  tant  que  A  ne  pafle  pas  100 , 
on  a  les  plub  petites  valeurs  de  1 6c  u  routes 
calculées  dans  la  Table  )  qui  eft  à  la  fin  du 
Chap.  Viidu  Traité préc.  6c  dans  laquelle 
les  nombres  a  ,m,  n  font  les  mêmes  que 
ceux  que  nous  appelions  ici  A ,  t  6l 

74.  Déiignons  par    ,u}  les  plus  petites 


VMe*  fooare  qaelqnw  w—glti  t  torf^  •  «S  plat  fnnd  ^  «Mu 

vale  ur9 
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Valeurs  de  t^  u  dans  Téquacioa  t*^Au*^ti 
&  dc  môme  que  ces  valeurs  peuvent  lervir 
à  erbuvbr  de  nduvellès  valeurs  de  y  iSc  | 
d^ns  l'equatioa  Cy^— 2y^-j-5{*=l  j  de 
flième  âulfi  elles  pourrooc  fervir  à  trouver 
de  nouvelles  valeurs  de  /  ^  2/  dans  Téqua* 
tîonr*— /^ii*p=:i ,  qul  ii^eftqu^uacas  partit 
culier  de  celle-là.  Pouc  cela  ^  il  n'y  aura 
qu'à  fuppofer  Csai  &  nssdo  ^  ee  qui  donné 
^^B:=zA ,  &  prendre  enfuite  r ,  xi  à  la  place 
de  y,  { ,  &  r*;  If  '  à  la  place  àep  FaW 
(ant  donc  ces  fubâictidons  dans  les  expref^ 
fions  générales  de  y  &  :^  de  l'art,  jz,  Si 
mecc^ns  de  plus^T^  la  place  dç  r  ^  if  ^  oa 
aura  en  général 

Se  pour  la  détermination  de  Téc  Kréqiia«», 

tion  T^Al^^=i$  qui  femblable  à  U 
propofée. 

Amii  on  pourra  ûippofer  Ja*<*  ^  & 
u" ,  ce  qui  donoerd 


J94         A  D  D  I  T.I  O  N  s. 

Nomniaac  donc  /"^  ti''  les  fécondes  va* 

Icursde  c&{i>onaura 

I  I 

MaÎDCet^aDC  il  eft  clair  qu^on  peut  pren- 
dre ces  nouvelles  valeurs  ,  u^^  à  la  place 
des  prèoiierest*      ;  ainfi  i'oo  aura 

p&  l'QAgeut  iuppufer  de  nouveau  Z=r', 
y^u^,  ce  qui  donnera  * 

AitA  oa  aura  de  nouvelksmfeiU'S  ic  i  Se  a, 

Icfq^^ll^^  f^<^  *^ 

&  ainfi  de  fuite, 

•  75.. La  méthode  précédente  ne  fait  trou- 
Ver  que  fucceifivemenc  les  v^eurse",  t^^^ 
i2",  voyons  maintenaoc com- 

ment on  peut  çénéralifer  cette  recherche* 
On  a  d'abord 

d'où  je  tire  cette  combinaifon^ 
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t±u\/A=(^t^±uVj4)  (T+ Fl/^); 
donc  fappofant  r=^'  &  K=w' ,  on  aura 

Qii^on  mecce  à  préfenc  ces  valeurs  de  f  " 
8c  à  la  place  de  celles  de  &  ^  Poa 
aura 

t±uU^A^i'±uVAy  (  T±  v\/a  ) , 

où.  fàifanc  de  nouveau  T=t^&c  u'=^u^ ,  & 
oommanc      a*^*  les  valeurs  réfultances  de 

t  S^u  ,  \\  viendra  . 

On  trouvera  de  même 

&  ainfi  de  fuite» 

Donc  ;  fi  pour  plus  de  fimplicit^  on 
nomme  maintenant  T  &  les  premières 
&  plus  petites  valeurs  de  r^  z/  ^  que  nous 
avons  nommées  cirdeiTus  4}  ^u^  ^  on  aura 
en  général 

t±u)/ A^{^T±V\/ AY  i 
m  étant  art  nombre  quelconque  entfér  po<> 
iitif;  d'où  Ton  tire  à  caufe  de  l'ambiguïté 
des  {ignés. 


If(^  ABSTTlOItS. 


(r+Fi///)"— (  t—vVay. 

Quoique  ces  expreffiosts  paroiflèat  fous 

une  forme  irrationnelle  ^  cependant  il  eft 
aifé  de  voir  qu^elIes  deriendrooe  fatiou* 
uelles.,  en  développant  les  puiflànces  de 

;  car  on  a ,  cominé  l'on  (âît^ 
(  T \_V \/ Af^T±mT^  V\/ A 

Al^A+,6c. 
Donc 

OÙ  Ton  pourra  prendre  pour  m  4es  Bonw 

bres  quelconques  entiers  poûcifs. 

Il  eft  cldiv  qu^en  fàifaac  fucceffiveœenc 
mssi  9  X  >  3  9  4>  é'c»^  on  aura  des  valeurs 
de  r  &  u  ,  qui  iront  en  augmeotaor. 
.  Or^  je  vais  prouver  que  Ton  aura  de  ceuo 


■ 
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Jhaniefe  toutes  les  valeurs  poflîblcs  dct&cu, 
pourvu  que  Tic  V  en  foient  les  plus  peci- 
fes»  Four  cela  il  iuffîr  de  prouver  qu'encre 
les  valeurs  de  e  &  «  qui  répondent  à  un 
nombre  quelconque  m  ^  fy,  celles  qui  ré- 
{fondroient  au  nombre  fuivanc  m -f- il 
cil  impoifible  quUl  fe  trouve  des  valeurs 
intermédiaires  qui  pulflent  fatisfaire  à  Vé- 
quatioa  t^^Au^u  * 

Prenons,  par  exemple,  les  valeurs  r'", 
11**%  qui  réfultenp  de  la  fuppofitiondeinss3  ^ 
^&  les  valeurs  i'""  ,  w*^,  qui  réfultent  de  U 
fuppofition  in=;;54  9  &  foienc  ,  s^ii  eft  pof- 
fible,  d ^autres  valeurs  incermédiaires  ^  & 
qui  facts&fienc  auffi  à  inéquation  r^^Au^^  i  » 

Puirque  Ton  a  t^— -^ii^=  c ,  t^-^Au^i 

.  111  lu 

— A  «'^i,  on  aura  ô^-^t^=i^(«2-.-i/*) 

&  — Bh=zA  (w*— fc*),  d'où  Vpn  voie  que 
fi  •>^"*  Se  <^*'^t  on  aura  auffi  •  & 
<  li'^,  plus  pn  aura  aulîi  ces  autrçs  va- 
leurs de  r  &  Il ,  favoir  t:^9t^^^At»u^^ , 
iy— ft/i^y— I  qui  iàtisferonc  à  la  même 
équation  t^^Au*^i  ;  çar  en 

PP3 


équation  idenciquc,  à  çaufc  de  ^^^A  t'aat, 
&  h^Au^sssX,  ^  ^jT?.  ).  Or,  cès  deux  der- 
nières ifquanoDs  donneoto — & 

&     —  u^^V^ A=:  A  donc  mec- 

tant ,  daos  Texpreffionde  «  =  ^  ii'^— 
àlaplaccdea^  tj/^+j—j^ ,  &  à  la  place 


V 


1/ 


de  même  j  fi  00  coafidere  la  quantité  t*^^ 
t»^^  elle  pwrca  ?(uffi  ,  à  caufc  de 


XII  tll 


t^-^A  u'^=zi ,  fe  mettie  lous  la  forme 


-    t'"^u^'ï/A    t^-^a'^'y'A.  ^ 
Or  ,  il'cit  facile  de  voir  que  la  quantité 
précédente  doit  être  plus  petite  que  celle- 
ci ,  à  caufe  de  a  >  t Se  v>  w"'  ;  donc  on 
^uta  une  Taleur  èo  u ,  qui  fera  moindre' 


i  «  *    *  •  b 
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quantité  eft  égale  à        car  '        "  *"  ^ 
*  '  ^1 — •  '    •  ^ 

de  plas  .  ,  .  - 

±il;,'puifque  1t^^:JtV*:^ï,{  hypothl); 

aonc(  r-  X  (  T-f  Vv^      =  T+ 

fe  réduira  à  ^^=K;' • 
•  11  ^enûii vrètc de-là  qa'oh  auroit 
une,  valeur  dea^^V,  ce  qui  eli  contre 
Miypotliefe,  puifque  F'éft  luppofé  la  plus" 
petice  valeur  poffibie-  de  u.  .Doue  il  qc 


6qq  ^  -P  P  I  t  j  q  Sm 
lauroir  f  aftir  de  valeurs  dpt&ca  iater-" 
m  édiairçs  cntrç  cellçsrci^  t^^Sç  «ff 
£c  corn  m  e  c«  raifonn  e  m  en  t  p eu  t  s  ^appliqu cr 
ça  gdoéral  à  toutes  valeurs  t  i|k  u  qui 
réfulcerpient  des  formules  ci-deflus^  en  v 
&ifant  m  égal  à  un  nombre  entier  quef- 
conique  ♦  oa  en  ptur  conclure  que  ces  for- 
inulerrenfeno^nr  effeâivement  toutes  Jes 
y^lçurç  pclïibics  aç  t  6c  u.  ^  \ 

*  Au  relie /il  ]slt  inutile  de  femarquer  que  • 
les  valeurs  de  t  &;dç,x*ftcuvjcnt  être  égale- 
jnent  fpfitive^  oq  négatives  ;  car  cela  eft 
yifible  par  l'équation  mémfi   — Auhasti 

l/e  à0  IhfiMiere  de  troy^ver  toutes  les  foht- 
iions  poJ^bUs  ,  m  nambus  entiers  ,  du 
l5quations  indéterminées  4u  fécond  dc^^ 

,  gré  à  ^eux  incannucs*  * 

.  76.  Les  ipétjbode^que  nous  ve^oiis  d^e»- 
poferfufiiretit  pour  b réfolucion  compicrtç 
4es  équa^onç  de  ja  forni^  jiy^^s^^  j 
mais  il  peut  arriver  qu'on  ait  à  rcloudrc 
4es4<9uacioqs  d^  fécond. degré  d'une  forme^ 
Çl"*.  f^PP^^^i  ^'Ç?  pourquoi  QO!4SQirojOG||| 


^  AwivJTiosrs.  6ot 

devoir  mooarer  comment  il  faudra  s-y 
prendre, 
Soîr  propoftfe  Péquacioa 

pha^b       d  ,e  ,f,  foientilcs  nombre 

lanciers  donnés  ,&co{x  r  ôc /"foicnt  deux  io- 
coonûe^  qui  doivent  être  aoffi  des  nombraj 

Paurai  d^^bord  par  la  réfçlotioli  prdi* 
caue  • 

d^où  P4>n  voit  que  la  difficulté  fe  réduit 

(sdiQ  ea  forte  que 

(bit  un  qu^ré. 

Suppo/bns  pour  plus  de  fimplicîté 

6c  il  fiindra  qu^  -^/''jr^if^  foie  UQ 
quarré;  fuppofoQS  ce  qu^M^réasy^  en  forte 

^uc  Ton  aie  Tcquation  / 


tirant  la  valeur  de  /,  on  aura 

de  forte  qu'il  ne  s^jgira  plus  que  de  rendre 
quarrée  U  formule  Af-^^^Ah. 
.  i)anc  û  on  iaic  encore  ^  ,  * 

^^Ah—B, 
On  ^ura  à  rendre  rationnel  1^  radical 

c!(ft.à  quoiop  parviendra  par  iee  méthodes 

données. 

« 

iSoit  ✓(^y*-j-B)s=x,  en  forte  quç 

Ixquacion  à  refoudrc  foie 

Ton  aura  donc  Af-^g^i^x  ;  d'ailleurs 
-  on  a  déjà  %ar^h f^zss-^r  y  ;  atnfi  dès 
qu'on  aura  trouvé  les  valeurs  àcx  &l 
on  aura  celles  de  r  fie  y"  par  J[es  deux 
équations 

J          A  y 

.  Or,  comme  r  6c  f  doivent  être  des  nom- 
bres endersy  ii  eft  vifible  qu^^udHi>  que 
jc  fie  y  foient  des  nombres  entiers  auili  i 
%o  que  +jf— g  foie  divifible  par  A ,  & 


Dig 
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quîenfoite +y — d — fi/lefoitpar  xà.  fixnù^ 

après  avoir  trouvé  toutes  les  valeurs  pof- 
fibles  de  X  &  y  en  nombres  entiers ^  it  red 
cera  eococe  à  trouver  parmi  ces  valeurs 
celles  qui  pourront  rendrjir  icfàes  nom* 
bre&eniiers» 

Si  A  eft  un  nombre  n^^gatif  ou  un  nom* 
bre  poiîtif  quarré ,  nous  avons  vu  que  Ip 
nombre  des  folutions  poffibles  en  iioi|ibres 
entiers  eft  toujours  limité  ;  de  force  que 
dans  ces  cas  il  n'y  aura  qu'à  cffayer  fuc- 
celSvement  pour  x  &  y  les  valeurs  trou- 
vées, fie  fi  Ton  nVn  rencontre  aucune  qui 
dotîne  pour  r  fic/'des  nombres  entiers  ^  on 
en  conclura  que  Téquation  propofée  n^ad- 
inec  point  de  folution  de  cette  efpece. 

La  difficulté  ne  tombe  donc  q^ue  fur  le 
cas  où  A  eft  un  nombre  p  ofitif  non-quarré^ 
cas  dans  lec^uel  on  a  vu  que  le  nombre 
des  folutiôns  poffibles  en  entiers  peut  être 
inEni;  comme  l'on  auroit  alors  un  nom- 
bre infini* de  valeurs  à  cffayer,on  ne  pour- 
roit  jamais  bien  juger  de  la  réiolubilité  de 
réquadon  propofée,  à  moins  d'avoir  une 


rçgkqui  réduifele  tàtoonemem  entre  cer« 
raines  limites  ;  c^eft  çe  que  nom  allons 
rechercher. 

77.  Puifqu'on  a  (arc.  6^  )  x^sany — B\  , 
&  (art. 7x)  yo=:pr— ( J?y — fjp)uy  & 
j=j(««^(C/7 — '^^y^  f  i'  cft  facile  de  vo» 
<\w  les  expreffions  généralesde  r  & /Teroa^ 

» 

de  ceae  iorme  , 

,  «iô,y.>î'i*'»B%>''»  î^'»  ^tant  des  nombres 
entiers  conmis  ,  ici  ^  u  étant  donnà  par 
les  formules  de  Part»  75  »  dans  lefquelles 
Pexpofant  m  peut  être  un  nombre  entier 
poficif  quelconque  ;  ainû  la  queiiion  fe  ré- 
duit à  trouver  quelle  valeur  on  doit  donner 

,k  m  f  pour  que  les  valeurs  de  r  ioienc 
des  nombres  entiers. 

»  * 

78.  Je  remarque  d^abord  qu^l  eft  tou«i 

jours  poiïîble  de  trouver  une  valeur  de  u 
qui  foit  divifible  par  un  nombre  quelconque 
donné  A  ;  car  fuppofant  u:=:/it9 ,  Téquation 
—  j4u*  =  I  deviendra  t* — j4a*  «"=1 , 
laquelle  eft  touiours  léfolybk  en  nombrça 
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entien;  &  Ton  trouvera  les  plus  petices 

Talews  de  r  ^  »  j  cû  faifant  le  mcaic  cal-^ 
cul  qo^auparavaut ,  mais  en  prenant  j4a* 
à  la  place  efe  ^  ;  or,  coinmc  ces  valeurs 
fatisfontauffiàlVquatioo^'r— ^11  elles 
feronc  nécelTaircoienc  renfermées  dans  les 
fermufes  de  Tare.  75,  Aînfi  il  y  aura  né* 
coûairement  une  valeur  de  m  qui  rendra 
rexpreffion  de  u  divifible  par  A* 

Qtt^on  dénote  cette  valeur  de  m  par  j; 
&c  je  dis  que  fi  dans  les  expreflfons  géné- 
rales de  r  &  li  de  Tanicie  cité  on  £kit  nt 
=zjiè ,  la  valeur  de  u  fera  dîvible  par  A  , 
At  celle  de  t  étant  diviiée  par  a  donnera  l 
pour  refte. 

Car  fi  on  défigne  par  T6c  J^'  les  valeurs 
de  r  &  Il  j  où  m=fê ,  &c  par  T"'  Ôc 
celles  où  m=3  2>»,  on  aura  (art*  75) 

T'±  V'Va^T  ±  Vy^Af  i  donc 

(  ±  r  i/^)'=<  2^  V'Va)^ 

c^eft-à-dire  en  comparant  la  partie  ration* 

nelie  du  premier  niembre  avec  la  ration- 
nelle du  fécond  ,  &  rirrationnelie  avec 
PirratioxuifiUe. 


6o6  AovJTJON^i 

donc ,  puifque      cft  divifibic  par  ^  , 

le  fera  auili  ^  &  T"  laiflèra  le  même  reiie 

due  laiiTerok  X'  ^  mais  on  a  T'-^A  V* 

1 

^l(fiyp.)  donc  2^— i  doic  être  divifible 

par  A  (Se  iiicnic  par  A'/pui(ijue  î^'  Teft 

déjà  ;  donc  T'  6c  par  confëqûeôt  auffi 
écanc  divifé  par  a  laiiTera  le  reile  i« 

Maintenant  je  dis  que  les  valeurs  de  t 
&  Il  qui  répondent  à  un  expofanc  quel- 
conque/n,cuat  divifccspar  A,lailTcrontlcs 
mêmes  refief  que  les  valeurs  de  r&  u  ,  qui 
répondf oîenc  à  l'expolaoc  m-^^Zft^  Car  dé^ 
figfiant|ces  dernières  par  6  &  v  ^  on  aura 

donc 

«+  VA^{^t±u'/A  )  (  T±  V\/A  ) 
mais  nous  venons  de  trouver  ci  deiHis 
T'^±V^Va^(^T±VV'.A)  ; 
donc  on  aura 

d'où  Ton  ùe^  en  faifanc  la  raulciplicacion 
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AùDÏTXONS.  €oj 

&  com  parant  cnruiceles  parties  rvionncUes 

cnfeo^ble  fie  les  irrationnelles  énfemblc  J 

eu  ,  cft  diviilble  par  a  ,  &  laiffe 
le  refte  i  ;  dose  »  laifiera  le  même  rcfio 
^ue  ^  ^    «  le  même  re Ae  que  £/• 

Donc  eo  gdiiéral  les  reftes  des  valeurs  . 
de  X  4c  i^repoadaaces  aux  expofans  m+%i^  , 
I7i-p4j«,  ,  &c. ,  feront  les  mimes  que 

l^uxdes  vâiours  quijcépoadencài'expolani: 
quelconque  m. 

De-ià  on  peut  donc  conclure  que  fi  l'oit 
veut  avoir  les  reftes  provcnans  de  la  idivi- 

fion  des  termes         t'",  &c.  &  ii%  w" , 

tt"',  Se,,  qui  répondcnc  à  m=i^  3, 
par  le  nombre  a  »  il  (ufHra  de  troaver  ces 
relies  jufqu'aux  termes  t^f^  ic  u}^  inclufive- 
roent  ;  car  /  après  ces  termes  ^  les  mêmes 
reftes  reviendront  dans  le  même  ordre,  & 
ainfi  de  fuite  à  Hnfini. 

Quanc  aux  termes  t^^  Se  u"^  auxquels 
on  pourra  s'arrêter ,  ce  feront  ccuic  donc 
Tun  u^^  fera exademcnc  divifible  par  à,  & 
dont  l'autre  t^**  laifTera  l'unité  pour  refte  ; 


ainfi  !I  nY  aura  qu^à  poulTer  Us  divîfîôoâ 
jufqo^à  ce  qu'on  parviennèaint  refies  l  âc  q  $ 
alors  oû  fera  afluré  que  les  termes  ruivàns 
redonnerooc  coujouré  Ic^  fû^iqes  reâAtsque 
Ton  a  déjà  trouvés* 

On  pourroic  aul&  trouver  re3q>ofa^ic  ifè 
i priori ycar il ay^ïaoit(\\ï'k  faire  lecalcul 
indiqué  dans  Tare.  71,  2  ,  premidremeot 
pour  le  nombre  ^ ,  &  enfoite  pour  le  tunti-^ 
bre  ^jù^  ;  &  fi  on  nomme  *  le  numéro  dif 
terme  de  la  férié  F%  P'S  P"  V  6c.,  qui  dani 
le  premier  cas  fera  =1^  &  ^le  noméro  da 
terme  qui  fera  si  daos  le  lèeood  cas^od 
n'aura  qu^à  chercher  te  plus  petit  multip/e» 
iâe  «  de  de  f  9  lequel  étant  divifé  par  «  ^  dûfh^ 
nera  la  valeur  cbercliée  de  ^« 

AmfifiPona^  par  exemple  ^^sit^fic 
Asj,  on  trouvera  dans  la  Table  de  Parti- 
clc  41  pour  le  radical  ]/  6 ,  P^^i ,  P' 
y  ■  X ,  P"9s=t  i  ;  donc  «s=x  ;  enluice  oa 
trouvera  dans  fa  même  Table  pour  le  radir- 
cal  »/  (6,9)=»  1/54,  po^i,  P's±^  u 

P'tei  i  donc  f  s=6î  or,  le  pH»  petit  rnul* 

tiplo 


èiple  de  X  &  é  cft  6  ^  qui  étàoc  divifé  par  a| 
ëonne  3  pour  quotietif  >  d«  force  qu^on  zmi 
ici        5t  Xrfàsé; 

Donc  y  pour  avoir  dans  te  tas  tous  lea 
refies  de  la  diviûoû  des  termes  r',  t".  t"'i&£w 
&  w%  II**,  w^",  par  3 ,  il  fuffira  déchets 
cher  ceux  des  fix  premiers  termes  deruoc 
%i  de  Tautre  iférie  \  car  termes  futrani 
redonoeroac  toujours  lesr  mêmes  tefies.^ 
c'eft-à-dîrc  que  les  feptiemcs  termc^^  don* 
aerooc  les  mêmes  reftes  que  preiiUc^> 
les. hukicmc^  les  mêmes  reftes  que  let 
fecomk .  &  aiofi  de  fuîtd  à  l'iofini» 

Aureâe^il  peut  arriver  quelquefois  quç 
les  termes  rM  &     aient  les  màmes*  pro^ 
priécds  cjue  les  termes      Se  c'eft-^à^ 
dire  que     foit  divifibie  par  At  &  qûû  M 
lakfle  Tuoitd  pour  relie»  Dans  ces  cas  om 
pourra  sVrèter  à  ces  mèfiies  tenntf  ;  car 
jiesreiies  des  termes  fuivans  (&c^ 
i  11^,  6c.  feront  les  pèrties  que  cent 
des  termes  t' ,  t'',(ifc.  u',  u'^  &c.j  &  aiofi 
des  autres; 

Ën  général^  nous  dèfigneroAS  par  jM  b 
Tome  IL  Q  q 


j60k  J>  «0/  T  I  O  IT  s,- 

les  nombres  t^6c  u  fucceiTivemeot  en  plup 
3^  en  mains ,  pour  aToir  cous  les  am 
poi&bles.  é 

£  X  B  M  P  l  B  î< 

86.  Soie  propofé  de  reddre  racionneUc 
cetté  quan(iré 

.  tm  né  prenant  pour  /  que  des  oombres 
cncicry.  on  aura  doQC  à  réfoudre  cette 
équation 

hquelle  étant  multipliée  par  7 ,  çeut  fe 
metcre  fous  cette  forme , 

7-3o+(3  0' — (7/— 3 1  y  =7y% 
ou  bien  en £ûfant  7/—-  31=: x,ôc  cranC- 

4M>fant  • 

**=s  I X71  —  7y»,  ou  jc*-f-7y*s=a  I 
Cette  équation  eft  donc  maintenant  dans 
;.le  câ|  de  Tarticle  64^  de  forte  qu^on  aura 
^=^~7  &  5=1171  ;  d*où  l*on  voit 
,  d'abcird  que  y  icB  doivent  ^tre  premiers 

encr^eux  ^  puifcjuc  ce  dernier  nombre  ne 

renferme  aucun  foâeur  quarré. 


Digitized  by  Google 


Opfcra^fttîvaDt  la  méthode  de 

x=/zy— «-iiyiijr ,  &  il  faudra,  pour  quc^ 
iVquation  foie  rilfoluble  ,  que  Von-  gfàSk, 
trouver  pour  n  un  nombre  entier  policif  ou 
négatif  ttoif>  ?,  e'efl>à-dire  non  >  580  ^ 
tel  que  /i^ — i^ou  /^'-j^  foic  divifible  par. 
Aoupariiyr*  ' 

Je  trouve  /i=+3ii,cc  qui  donne  n^+j 
IBSI171  x88  ;  aiafi'  fe  fubftitae  dansPéqua* 
don  précédente  +  32.1^ — i  lyt^àla  place 
de  Xyinoyeonant  qaoî  elle  fe  trouve  toute 
^ivifiblç  pai:  zxyi,^  ia  divifion  faite  ^  elle 
devient  88y*+  ô^iy^^i  1 7  î  {"tiA. 

Pour  rdfoudre  Cjetce  équ^oa  je  vais  Haife  - 
ufage  de  la  féconde  méthode  expofée  dans 
l^art.  70 ,  parce  qu^elU  eft  en  effet  plus  fim* 
pie  fie  plus  commode  que  la  première.  Or, 
çomme  le  cœificieiit  de  y^eft  plus  petit  que 
celui  de     j'aurai  ici  D—ii-ji  ^  L)^=88 

nsrf  311 S  donc  retenant  pour  plus  de 
fimplicicd  la  lettre  j  à  la  place  de  0^  A: 
mettant  y'  à  la  la  place  dé  ^  ^  je  férar  iib 
calcul  fuivant ,  où  je  fu|7poferai  d'abord 


« 


6i4  AoniTtojnu 


«•  àr^«—3,n«fs=:— 31+3.11=1, 

1 

Puif^ue  n"îs=ro  fy.  par  conKqucnt  < 

-8e  <  * — ,  on  s  arrêtera  ici  4c  oa  ïci^ 

«         1  '  ;  .  ,  '  ... 

&>"*=sfc,  à  caufe  que  X^?'  ctt 

Maimpoâiy  je  remarque  que  A  (^taat 
ne— ^7,  &  par  conléqucDt  négatif,  il  âne, 
^oùr  la  r^tblubilué  deTéqua^cion^  que  i'oa 
j^it  4^=1  i  c  tit  ce  que  Ton  vient  do 
irouyer  î  de  forrç  q^^QP,  en  peuc  ccfoclurc 
d'abord  que  la  refolutiop  elt  polEblc,  On 


&  Ton  aura  par  les  formules  ci-4ç(Ius 
\^  lignes  amb^gu^  dcaoc  à  voiqnté.  Ponc 

jite:3xiy-t-ii7i{sa(9if  189  fie  çoiif<(qaçm« 

Or ,  comme  on  exige  ^uc  la  valeur  àtffoit 

4%^k'm  QOfnbêa  ;ratiçr  j  pp  ne  pôuria 

prendre  que  J=7»     •  ^  - 

Il*eft  ceinarquable  que  t^trte  vafait  dll 
favoir    ,  quoique  fraâionnaire  ^  donne 

oéaamoiftttm  nombre  mtiêr  pour  la  valeur 

du  radical  ^ Ci^H"^* J'^lf'^^  ^  niême 
sombfe.xi  qae  domt  la  «leur 7*==  7  ^  dé 
Ibrce  que  ces  deux  valeurs  dcyferot^les 
ikcîoes  de  1  Vquation  ^o+X,}f—7  /^)= i*. 

îïpus  ayon^  fuppofi^  ci*defîus  n^^vi  % 
ôr^pn  penc  faire  égalemeiat/tBLj  32,/; 
mais  il  eft  faoîle  de  voir  d'avance  que  tout 
le  changement  qui  en  réfoltera  dans  lés  fèr« 
inulos  précà}eaces>  c^cliq^eles  valeursde 
/m ,  jn*  de  n} ,  /j" ,  changeront  de 

\  ^KgB^i  moyennant  quoi  les  vsileurs  de  y'  Ac 
dey  deviendront  aui&  de  difFérens  Hgnes^ 
fç  ^  (ipidiDmeriimçtinÂou^eaurëfulcati 


puifque  ces  valeurs  oot  déjà  d'eUtt-mèmef 

figoe  ambigu  +>  •  .  *  '  ' 

:  if  en      de  mdtfoe  dàos  tous  les  antree 

cas  i  de  forte  qu^on  pourra  toujours  fe  di{^ 
peo&r  defceotfl|re^6iccefiveii}eii£  la  vaietv 
^       plus  &  eii  maZ/zx^ . 

La  v^eor  /=:7  /  que  ooos  Tonoos  de 
trouvei^^fulcede  la  vaLsur  de  nj^  \j^%i  ; 
9P  ppUifrok  xtvd^^i  d^iutrc»  valeuit  île 
fi  ou  cra^Yoi(^  d'outil,  valeurs  de  n  qui 
euffçnc  la  condicHxi  requife  ;  mai^conioie 
•le  dWKi^ur  B^ii-jK  cft  up.Oibinbrep»» 
soier^il  nê  faurpicy aroir  d 'autres  valeurs 
^;«F^^de     même  jqualké.  »  comme  nous 

fe^démontré  ailleurs  r  Mémoires  de 

^bu  il  faut  coaclure  que  le  notnlire  7  eft 
|ç  fçul  qui  puifle  iatis&iîre  àile  quefliba.  « 

.J'avoue  j  au  teite ,  qu'on  peut  réfoudre 
le  pr^bl^foci  pnécédemavecplosde  faciUetf 
p^r    finiple  tàfooAemenc^xî^  dc^  qu.'oa^ 
e(l  panreQU  è  PéqûerioQ  jrft=3:«7i-i^7y*  i 

p'y  fiur?  qu'à  e^ày^r  ppucy  touslcsapmF 
|>^e$çi^kr$4oP|les  ^uftrrésmultipUéspar| 


« 


j4j}J}ïtions.  étj 
(iirpâflerpnc  pas  1171  ^  c*eft-à*dire  côiui 

les  nombres  <  k^^.<  13» 

II  en  e(l  de  même  d'e  toutes  les  équadoQi 

où^  çftun  qombre  négatif;  car, dès  qu^oQ 

cft  arrivé  à  Téquatioa  x*5?=r  54"-^^  où 
{  en  faifant  Axsss—a  )  »  x*:s^B^ay^  y  il  €& 
clair  que  ies  valeurs  fjsicis&ifaïues  de  Ym&^il 
jr  en  a ,  ne  pourront  fc'  trouver  que  parmi 
les  npmbr^  <V^f«  Auûi  n'ai-je  donné 
des  méchodes  particulières  pour  le  cas  de  A 
négatif  ^  que  parce  quç  çes-mécbodes  onc 
^  une  liaifon  intime  avec  celles  qui  coacerf^ 
nent  Ip  cas  de  ^  pofidf  ^  &  que  routes  €e$ 
méthodes  étant  ainfi  rapprochées  les  unes 
dcf  aittrçspouTenc  Ce  prêter  aoîour  mucudi 
acc^uérir  unplusgranddegréd'évideocCk 

,5  X.»  K  r  X  3t     l  I. 

8i,  Doimonsmaitîtenanc  quelques  ezemr 
pies  pour  le  cas  de  j4  pofitif ,  &  foit  pro» 
pofé  de  trouver,  tous  les  nombres  eotieit 
qu'on  pourra  prendre  pour  y  ^  en  forte  qtie 
la  quantité  radicale;^  ^ 

|/(i3y**f  101^ 

^çvîcime  facionnelle,  •  . 


Sli.      'A  nuirions. 

On  auraici(  arç«^4)  jUssi'^^  l|:;=ioi  ^ 
tjC  récjuation  à  réfoudre  ea  entier  fera 

•   •  • 

dans  laquelle^  à  caufe  que  ici  n'eft  divH 
fibk  par  auctto  quarré^  y  fera  nétefiaire- 

-  mène  premier  à  1  o  !•  '  \ 

On  fera  jdpnç  (art*  6%  )  x=:ny —  iQi{j 
&  |1  faudra  que  it*— 13  foie  4înfi6ie  par 

xoi  • 

701 ,  en  {wen^nç  n  < — <  5 1, 

Je  trouve  Jtaeaj^  ,cpqu|doiiiieii*=aBixx) 

&  /2* — 13=  xxixœ^ioi  X  11  ;  ainfi  on 
pourra  prendre  ass:±  3  5 ,  &  fubfticnaiit 
au  Heu  de  jp^  +  j^y  —  xei  on  aura  une 
iéquarioii  tôute  dififible  pa?  toi  ,  qui  ^  b 

iliviiioo  faite  ,  fera  *  * 

ixy*  +  7oy{-j^ioi£*s=  I. 

. .  J^aa  ployons  encore  »  p^ur  réfoudrQ.cettç 
équation,  la  fpdchodc  de  Parc.  70;  faifons 
JQ.'^ix  ^  Ds^ioi  ^nssrh^^  ,  m^iisau  lieu 
de  la  lettre  ^  nous  conferveroos  la  lettre 
&  nous  changerons  feulement  {  eny^com* 
me  dans  rexem|)}e  pr^çédejQt.  ^ 


Soie ,  i  ?/z=35^0D  fera  le  calcul  fuivacc; 

Comme  ^"^^po  &  confi^quemmenc  < 

ft.  <  od'sVrêtera  ici  &  Tpn  aura 

k  transformée  .  . 

jynt  y»  ^  jj,;,?!  yiy  11     J3»i 'jr»»  I  ^ 

pu.  bien 

n  m 

laquelle  étant  réduite  à  cette  forme 

fera  furceptiblc  de  la  méthode  de  Part.  7T, 
0^  i  ;  âc  comme  ^  s»  i  )  eft  <  lao ,  on 
|)Ourra  faire  ufagc  de  la  Table  de  Part.  41. 

Airifiil  n'y  aura  qu'à  ?oir  ii  dans  la  férié 
fupérieure  des  nombres  qui  répondçuc  à 
1/13,  il  fe  trouve  le  nombre  |  dans  uop 
place  paire  ;  car  il  faut  y  pour  que  l'équa- 
fion  précédente  fojt  réfoluble^  que  dans  la 
férié  P?,  P\  B%  6c.,  il  fç  trouva  un  terme 
I  :  mais  on  a        i  •  — ^  P'5s=4i  P*' 


A  ^.  D  î  T  I  Q  N 

esif3,  &c.  donc  &r.  or  dans  là  fërie  i  4  ^ 
3 , 3  ^  4^  I j.â'^f  1  ^  troixyp  juûemsQC  i  à  \^ 
fixicirie  place,  en  ftrtc  qiic  P^ss-^î  ; 
donc  ohaura  une  fdlucion  del^équacionpro* 
•  pof^e^  en  prenant  ^=/?^j&y"=j^,  les 
âômbres  ^  étant  ci^lculés^  d'après  les 
formules  de  Part.     .  en  d#onani  à 

les  vaipurs  3«  i».î>  i>    (St  j 
ibraicQÇ  la  ferrie  inférieure  des  nomjbres 
répondans  à  |/ 1 3  dans  la  mèmeTaUa  . 
On  aura  donc  *  V  ^ 

Donc  y'"s3^i8  te  y''es5  5  ;  donc  y'==y" 
-^y  "'=Z3 ,  ôc  y=3y"  +  y"  ==  74. 

Nous  avoœf  fuppoftf  ci«-défla$  11^3^  » 
mais  on  peut  aulH  prendre  ^1 ,  35^ 
"  Soit  donc  ^  %^  ri  \'\ .  35  ,  on  fera 


'A        I  *  1  à  V  È.  i\t 
miflfiAtfâura  les  mêmes  valeurs  dp  D"^  D"'  * 

&  «".gu^auparavant ,  de  forte  que  Ia.|^rari&. 
fermée  en  y*' &  y">  fera^aufH  I4  Vileme, 
On  aurji  donc  auffi  y i  8  &  y"=?S  ; 

Nqqs^  avons  donc  trot^xé  deux  valeurs 
de  y  atrec  les  valeuFifcotrelf  ondantes  de 
y'  ^  \l  6ç  ces  valeurs «âfulteot  de  la  fup- 
pofitiqn  de.  %çi  ot^  comme  on  ne 

peut^trouver  auçui^autre  valeur  de  n  qui 
ait  \içs  conditions  reqifir^^ ^  il  s Vnfuî  c  que  les 


valeurs  précéden^Mec&nt  lesTsules  valeurs 
primitives  que  l'on:  puiûc  avoir  ;  mais  on 
pourra  enfuite  en  tlrouver  une  infinité  de 
dérivées  par  la  méthode  de  Part,  72» 

Prenant  donc  ces  valeurs  de  y  &  f  pour 
|i  &  ^  on  aura  en  général  (  art*  cité  )  ^ 
y=74f — (10 1 .23 — 35 .74.)ii==7^+  x6^u 
î=i3r+(  1X.74— 3$.x3)a==:X3r+  8311 
ou 

y  =-34Ar-(ioi.i3-3  J.34>~34f-ia3a 

jœ:  i3r+(;^ia.34+35-^3>=i3^+47« 
il  n'y  aura  plus  qu'à  tirer  les  valeurs 


.de  t&c  u  de  Téquation  —  ija^ssi  ^ 
or  cfis  Taleurs  fe  crouteot  déjà  toutes  caU 
culées  dans  la  Table  cjui  cft  à  la  fin  du 
chap.  Vil  du*  'ï'raiié  précèdent  ;  on  aura 
donc  fur  lé  ch^mp  ^=649  &  i#=i8o; 
de  fordb  que  prenant  ces  valeurs  pour  T 
&  y  dans  les  formules  de  i^art.  7  j  ^  on 
apra  en  gédÉral:    *  ' 

lÂVm  poutrii  dontfef  à  /|  telle  valeur  qu^oa 
voudra j  pourvu  qu'on  ne  prenne  que  da 
nombres  entiers  pofittis. 

Or^  comme  les  valeurs  de  r  &  11  peuvent 
^tre  prifes  tant  en  plus  qu'en  moins ,  les 
valeurs  de  y  qui  peuvent  facisfàire  à  la 
qu'eftiofl  feront  toutes  renfermées  dans  ces 
deux  formules , 

=+34^+123:/, 

les  fignes  ambigus  étaoc  à  vu^Iooté. 
Si  on  fiût  mss^g  on  aura  rsi  6c  usso; 

m 

\ 


I 

"  Goog 


'jIdditions.  6x3 
doQC  y  74 ,  ou  ^  Hh  34  ;  &  cette  deiv 
nicrc  valeur  fera  la  plus  pecite  «^ui  puiflc 
r^foiidre  je.  problème* 

Nous  avons  déjà  x^tola  ce  même  pro^ 
bUme  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
Vannéâî  y6^,pûf.  ;  maiscommeoout 
y  avons  faic  ufage  d'une  méthode  un  peu 
différente  de  la  précédente  j  &  qui  rev ieoc 
au  m6me^  pour  le  fond,  que  la  premier emi* 
chode  de  Parc*  66  ci-deflus  ^  nous  avons  cru 
devoir  te  redonner  ici^  pour  que  la  com* 
paraifoo  des  réfultats  qui  fooc  les  mêmes 
par  Tune  &  Tautre  méchode^  puifle  leur 
fervir  de  confirmatipa  •  sMl  en  dft  befoio* 

Es^BMJPLB  III. 

'  8i.  Soit  propofé  eticore  de  rrouver  des 
nombres  entiers^  qui^  étant  pris  pour  y  ^ 
rendent  rationnelle  la  quantité 

|/(79y^+loi)^ 

On  aura  donc  à  réfoudre  en  enders 

Téquacion 


é%H      A  M>  D  'I  T/x  à  jir  ^;-«. 
daos  I^quelley  fera  premier  à  j[o  i  ^  puîr^ac 
te  nombre  oe^  rtfifef iâftêtnr 

Qa^QQ  (uppole  do^c  x::^ny  — -loi j,  & 

5  Ëmdra  que  n'-r?^  diriiGble  par  xoi^ 
•en  preoaoc  n  <^<  j  i  on  a9uve  œ^33  , 
.ce  qui  donne  n*-^r3=±ioio=:  loix  lo; 
ainfi  ÔQ  poarni  •  preodrç  nssss^jy,  éc  ces 
valeurs  feroot  les  feules  qui  aicni  k  co£^ 

• 

Subftituanc  donc  +33y— xoi^àla  place 
dex^  &  divifant  toute  Péquatioo  pac  loi, 

ou  aura  cetce  transformée 

On  fera  donc  D'=:ro,  Dsb  i  o  i,  /i=+33i 

6  prcoaat  d'abord  a  en  plus  «  on.  opérera 

coma^e  daos  Texemplc  précédcoi  j  oiiâui:! 


Or  comme  n's:^  cft  déjà  <       <  IT 


il  ne  fera  pas  nécefîaire  d^aller  plus  loia  ; 
âinfi  OD  aura  la  transformée 

laquelle  écanc  multipliée  par-— 7  ^  pourra 
ie  mettre  fous  cette  ferme  « 

Piiifque  donc  7  cft<  k  79  >û  cette  équa- 
Hôn  eft  réfoluble ,  il  Êiudra  que  le  tiom« 
bre  7  fe  trouve  parmi  |es  termes  de  la  férié 
iTupérieure  des  nombres  qui  répondent  à 
1/79  dans  la  Table  de  Part.  41  m^e 
que  ce  nombre  7  y  occupe  une  place  paire, 
puifqu'il  a  le  figoe^*»  Mais  la  férié  doot  il 
5'aglt  ne  renferme  que  les  nombres  1,1$, 
%  ^  qui  reviennent  toujours  ;  donc  on  doit 
conclure  fur  le  champ  que  la  dernière 
équation  v^dk  pas  réfolubie,  &  qu^aiofî  lâ 
propofée  ne  Teft  pas^  au  moins  diaprés  la 
Valeur  de  12=3  3. 

Il  ne  reâe  donc  qu'à  efTayer  Paucre  va** 
leur  œs3~33 ,  laquelle  donnera 

10  10 
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de  forte  qu^on  aura  cette  autre  transfbraidfe, 

laquelle  fe  réduit  à  la  forme 

qui  eft  femblabic  à  la  prdccJcnte.  D'où  je 
conclus  que  Téquatioii  propofée  n'admet 
ablolumcDC  aucune  folucion  en  nombres 
entiers» 

■ 

'  83.  Eulcr^  dans  un  excellenc  Mémoire 
imprimé  dans  le  corne  IX  des  nouveaux 
Commentaires  de  Pétersbourg  ,ttouvQ  par 
induâion  cette  règle ,  pour  juger  de  h 
té(o\}xh\\ké  de  toute  équation  de  la  forme 
x*'^j4y^=B ,  lorfque  B  ett  ua  nombre 
premier  jcVftquel'équacion  doit  écrepof- 
(ible  toutes  les  fois  que  B  fera  de  la  forme 
4^/î4-r* , ou 4 ^ ;  mais  Tcxem- 
pie  précédent  met  cette  règle  en  défaut  ; 
car  ioi  eft  un  nombre  premier  de  la  forme 
^An'^r^—/4,  en  fairanc  ^  =  7^,  n  =  — 4 
&,r=^^i  cependant  Téquation  x' — y^y^ 
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t=ioi  o'admec  aucune  folucion  ea  oom« 
bres  entière. 

Si  la  règle  précédente  étoic  vraie^  il  s'en- 
fuîvroic  que  li  Péquation    — y4y''=D  cfl 
pofiible  lorf(iue  B  a  une  valeur  quelconque 
b,  elle  le  fcroit  au/B  en  prenant  B  =  ^Ari 
y  pourra  que  B  fùc  un  nombre  premier. 
On  pourroit  limiter  cette  dernière  ;*eg|e 
en  exigeant  que  b  fût  aufli  un  nombre  pre- 
mier j  maisavec  cette  limitation  même  elle 
fe  crouveroic  démentie  par  f 'exemple  pré^ 
cèdent  i  car  on  a  loi   /^An-^b ^  en  pre- 
nant -^=79.  /î=»— 1  &      lit;  or, 
e£t  un  nombre  premier  de  la  forme 

^gy*,  eiifaifantx=  38&'y=3;  cepen- 
dant loi  n'eH  pas  de  la  même  forme 


•     •     •  / 


Rr  % 
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PARAGRAPHE  VIIL 

£.emar^ucs  fur  les  Equations  de  la  forme 

&  fur  la  manière  ordinaire  de  les  réfou* 

dre  en  nombres  entiers^ 

  » 

S^.Ij  A  méthode  du  Chap.  VII  àûTraîcé 
prifcédeot ,  pour  réfoudre  les  équations  de 
cette  efpece^  ell  la  même  que  celle  que 
Jf^aliis  doQpe  dans  fon  Algèbre  (  Çhap. 
XCVIII),  &  qu'il  attribue  à  MylordBroi//z- 
ker  ;  on  la  trouve  auffi  dans  VA\gehrc 
d'C){ân/7m  j  qui  en  fait  honneur  à  Fer  mat  m. 
Quoi  qu^il  en  foie  de  Plnrenteur  de  cette 
méthode  9  il  eft  au  moins  certain  que 
Fermât  eft  l^Autéur  du  problème  qui  en 
fait  l'objet  i  il  Tavoit  propofé  comme  un 
d«^fi  à  tous  les  Géomètres  Anglais,  ziaR 
qu'onle  vohpsaïcCommetcwmepiftoUcum. 
de  tf^ûllis  :  c'eft  ce  qui  donna  occafion  à 
Mylord  Brounker  d'inventer  la  méthode 
dont  nous  parlons  ^  mai&  il  ne  paroit  pas  que 
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'C6t  Auteur  ait  connu  toute  rimportanceda 

problême  qu^il  avoic  réiolu  ;  on  ne  trouve 
même  rien  fur  ce  fujet  dans  les  écrits  qui 
nous  font  rcûés  de  Fermât  •  ni  dans  aucun 
des  OaVrage«  du  fiecle  paffé ,  où  Pon  traite 
de  rAaalyfip  iod^cerminée*  Il  eft  bien  ua* 
turel  de  croire  que  iBtrmat  ^  qui  sMtoic 
prindpalemenc  occupé  de  la  théorie  des 
nombres  entiers ,  fur  lefquels  ÎI  nous  a  d'ail- 
leurs laiffd  de  très*beaux  théorèmes  j  avoic 
ëce  conduit  au  problême  dont  il  s'agit  par 
les  recherches  quil  ftvoit  faites  fur  la.  réfo- 
lucion  générale  des  équations  de  la  forme 
\**=yfy*-f' 5,  Auxquelles  fe  réduifent 
toutes  les  équations  du  fécond  degré  à 
deux  inconnues  ;  cependant  ce  x^%^  qu'à 
Euler  que  nous  devons  la  remarque  que  ce 
problème  çft  nécellàire  pour  trouver  toutes 
les  folutions  poiIi];>les  de  cq\  fortes  d'équa* 
'  nous.  (  Voyez  le  chap.  VI  ci-defltis ,  le 
tome  VI  des  ançitris  Commentaires  de  F 
Ufshourg ,  &  le  tome  IX  des  nouveaux  ). 

La  méthode  que  nous  avons  fuivie  pour 
^é^iqntf çi*  cccte  |)rojpoC(ion  eft  un  peu  di^i 


trente  dé  celle  A'BuUr,  mais  auffi  eft- 
'elle,  fi  je  ne  me,  trompe,,  plgs  difeake.&: 
plus  générale;  car,  d'un  CQté,  la  mc'cbode 
d*/w//i/- conduit  natHrc'Uemcm  à  des'cx- 
■preffions  fraâionnaires  loifou'il  s'agit. de 
les  éviief  i  Ôc,  deJ>utr©,"^oq  ne  voit  pas 
clairement  que  les  ruppofitions  qu'on  y  faïc 
pour  faire  difp^roitrc  les  fraâioos,  foieac 
5 P^i/Ieiit.  avoir  Iiçu,Èa  ciîcc, 
cous  avons  fait;  voir  ailleurs  qu'il  »  fuffic 
pais  roujoufs  de  trouver  une  feule  foluûoa 
de  Pdquatîon  x*=>jr^-|-fi,  pour  pouvoir 
en  dcd^uirt^  toutes. les^  aut^çs  à.  T^clçL  de 
^ Inéquation  p-z=^2'q^^^  j  f&  qu'irpcû7f 
^  avoir  fou  vent ,  au  moins  lorCquc  jgl  n'c&pu 
"uh  noipbre  premier^',  des  valeurs  de  a  »k  y 
'  qui  ne  fauroienr  être  renfermées  daii$  les 
«prcffiôns  générales  d'Eu/cr^Voycz  1  art. 
"  4$  de  mon  Mémoire  fui^ies  l^roblém'gs  i «- 
,  détermines,  dans  les  Mcmoirçs  de Bcrlio . 
année  1767).     ..      .  .  •     '.    .  .. 

Quanta  la  nk^^odc  .de  réloudre  ^es 
équations  de  là  £ormç  phs=Aq^i ,  itflons 
"  fcrable  5ue  çcllfr  dy  çijap,  YIÏ.,queIqwc 
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ingdnicufe  qu'elle  foit^  eft  encore  aflcz  i|n- 
parfaîce  ;  car ,     elle  ne  feîc  pas  voir  que 
toute  équacion  de  ce  genre  eft  toujours  ré- 
ibluble  en  nombres  entiers  ^  lorfque  a  eft  un' 
nombre  poûcif  non  quarré,  2^  li  a'eft  pas 
démontré  quVIIe  doive  faire  parvenir  toti-( 
jours  à  la  rdfoluçioû  cherchée.  U^ailis , 
il  eft  vrai,  a  prétendu  prouver  la  première 
de  çes  deux  propoiicigns  ^  mais  la  dé- 
monftration  nVft,  fi  j^ofe  le  dire,  qu'une 
fimplc  pétition  de  priDcipe*  (  Voy.  lechap, 
XCIX  de  fon  Algèbre.)  Je  çrois  clone  êcre 
le  premier  qui  en  au  donné  une  rout-à  fait 
rîgourcufe;  elle  fc  trouve  Jans  :cs  Mélan-^ 
ges  de  Turin  ^  tome  IV  ;  màis  elle  eft  très- 
longue  &  très-lndircde;  celle  de  l*arr.  37 
cirdeflus  eft  tirée  des  vrais  principes  de  la 
chofc ,  &  ne  lailTe  ,  ce  me  Icmble,  rieo  à 
défiren  Cette  méthode  nous  met  auffî  eo 
état  d'apprécier  celle  du  chap.  VU,  ôc  de 
reconnoltre  les  inconvéniens  où  Ton  polir* 
roit  tomber  fi  on  la;  fuivoit  ians  aucune 
précantioa  ;  c'eft  ce  que  nous  allons  dif- 
cutcr.  ' 

Rr4 


6^%  AnDjTiON4» 

8f  •  De  ce  que  nous  avons  démontre^  dani 
le  §.  Il ,  il  s'enfuie  que  les  valeurs  éepScq 
gui  fatisfont  a  Téquation — Af^i  , 
peuvent  être  que  les  termes  de  quelqu^uae 
des  fraâions principales  déduites  de  la  irao* 
fion  continue  qui  exprimeroît  la  valeur  de 
|/  de  forte  quefuppoiànt cette  fra^on 
iroptinue  repréfent^e  ainfi^  - 

^n  aura  ndceiTairemenc 

4:=j(4-l  I 

é(ant  lin  terme  quelcoiique  de  la  {èé^ 
infinie  ,  ,  ,  dont  le  quantième  t  De 
peur  fe  déterminer  qu'à pofi^riori. 

Il  &ut  remarquer  que  dans  cette  fradioq 
çpnùûueiesnombrcs^,*',  A'^fi^c^doiveoc 
^tre  tous  pofitifs,  quoicjue  nous  ayons  vu 
dans  Tart,  3  qu!op  pept  en  gdqéral  dan^ 

conçin^çs  gendre  les  d^no^ 
pinatcurs  j)ofitifs  ou  «égatifi,  finrflQfSV? 
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Ton  prend  les  valeurs  approchées  plus  pe- 
tites ou  plus  grandes  que  les  v^ncable$;  mai^ 
la  méthode  du  problcme  I  (art  2.3  <Sc  fuiv.) 
fnige  abfolument  que  les  valeurs  appro* 
chécs  {qïcui  coûtes  prUcs  en 

défaut. 

86.  Maifitçaanc ,  puifque  la  fraâion  ^ 
e A  ^ale  à  une  fraftion  continue  dont  les 
termes  foqc  m  i»f  ^  U  eft  «claie 

par  Tart.  4  que  fera  le  quotient  de  p 
divîfé  par  q  ^  que  V  fera  celui  de  q  divifé 
par  le  reftc  ,  ^"  celui  de  ce  reftc  divifé  par 
le  feçond  refie,  &.  aiofi  de  fuites  de  forte 
que  nommant  r ,f,  t  &c.  les  refies  dont  il 
s^agtt ,  on  aura ,  par  la  nature  de  la  divi&oû , 

pu  le  dernier  refte  fera  néceflaîrement  =:  a , 
&  ravanC'deroier  i ,  à  caufe  que  pôcq 
font  des  nombres  premiers  entr'eux.  Ainfi 
^  fera  la  v^l(:uf  entière  approchée  dç  ^-^ac' 
celle  de  f ,  m"  celle  de  y  &c. ,  ces  valeurs 
^tant  toutes  prife;  moindres  que  les  f  dri-» 
tables^  à  I^Yception  de  la  dernière  Mf,  qui 
fera  exaâemcfi(  égale  à  la  fraâion  correP- 
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pondante  ^  à  caufe  que  le  reftc  fuirstot  eft 
foppofé  nul. 

Or^  comme  les  nombres^  ^  At%M'S&^«^% 
font  les  mêmes  pour  U  fraâion  conDaue 
qui  exprime  la  valeur  de  ^  ^  &  pour  celle 

qui  exprime  la  valeur  de  |/  ^  ,  oa  peut 

prendre  j  jufqu'au  terme^,-^  =    ^ ,  c'eû* 

à-dirc  — Aq^^o.  Ainfi  on  cherchera 
d'aBord  la  valeur  approchée  en  dé£iuc  de 

-    cVft*à«dire  à,c]/A  f&çcç  fera  la  valeur 

de/*i  enfuice  on  fubfticuera  dans  p^-^^Aq^ 

=c,  à  la  place  de  p  fa- valeur  ^1*^4.''»  ce 
qujdopnera  (m^ — 'j4)q^-^%fiqr^r^  =  o, 
&  on  cherchera  de  nouveau  la  valeur  ap* 
prochée  en  défaut  de  f ,  c'cft-à-dire  dç  la 
racine  pofitive  de  Téquacioii* 

^Sc  Ton  aura  la  valeur  de  M^ 
<  On  continuera  à  fubftituer  dans  la  rrans* 
formée  (z*'—-^)  Z'  +  ^-A^^r +/'*  =  o,  à  la 
place  de  ^ ,  r  4-  f;  pn  aura  une  équation 
dont  la  racine  fera  7  ;  on  prendra  la  valeur 
approchée  en  d^ant  de  cetteraçidç ^  &  Von, 


aura  la  val^uç  dç  #''.Oofabilicuera/i"/^{-/^ 
^  Ja  place  de  r , 

Suppoigns  mainccoaoc  que  r  ibic  par  ex« 
le  dernier  rcfte  qui  doit  être  nul, y" fera 
ravaac-dernter  qui  doic  être  si;  donc  & 
la  transformée  en  f  ôc  t  de  Id  foiniuic 

^Af  çft  P/*+  Q/f ,  U  faudra  qu'en 

y  f4iranc  £==:o&  \  elle  dcv.îcone=  l> 
pptir.qiie  Féquatiop  propofée  p^-^Aq^=i 

aie  lieu;  dont  P  devra  ctre  =.  i.  Ainfi  il 

n'y  aura  qu^à  continuer  les  opérations  & 

les  transformations  ci^deilu^  jufqu'àce  que 
Ton  paryienoe  k  une  trans£bi:mée  où  le 
coefficient  du  premier  ternie  foit  égal  à 
Tunitéi^aiors  on  fera  dans  cette  formule  la 
première  des  deux  inddcerminçes,  comme 
r,  égale  à  i ,  &  la  féconde,  comme 
égale  à  zdro^  &  en  remontant  on  aura  lc;s 
*  valeurs  convenables  dcp  iç 

On  pourjroit  ai^ili  opérer  i ji  réquatioQ 
même  p^— v^^^=si^enayancfeuiement(bm 
de  £iire  abûradion  du  terme  tout  connu 
I ,  &  par  conféquent  aullî  des  autres  termes 
tout  connus  qui  peuvent  réfulter  de  celui  ci . 


dans  la  dccerminacion  des  valeurs  appro- 
chées ^'S  â'^*  de  f  9  f,  7  ârr« ,  dans 
ce  cas  on  eiTaiera  à  chac^ue  nouvelle  tranf- 
Ibrmatioii  fi  l'équation  transformée  peat 
fubfifter  en  y  faifanc  Tune  des  deux  iodécer* 
msnéessx  6c  i^utreso  ;  quand  on  fera 
parvenu  à  une  pareille  transformée  ^  Topé- 
ration  fera  achevée ,  &  il  n^  aura  plus  qu'i 
revenir  fur  fes  pas  pour  avoir  les  valeurs 
cherchées  de  /7  fie  de  ^. 

Nous  voilà  donc  conduits  à  la  méthode 
du  Chapitre  VIL  A  examiner  cette  mé- 
thode en  elle-même  fie  indépendamment 
des  principes  d'où  nous  venons  de  la  dé- 
duire ,  il  doit  parolcre  aflez  indifférent  it 
prendre  les  valeurs  approchées  de  ff^f 
ârc. ,  plus  petites  ou  plus  grandes  que  les 
véritables^  d^autant  que,  de  quelque  mar 
ni  ère  qu^on  prenne  ces  valeurs ,  celles  de 
r,/,  t&c,  doivent^ aller  également  eq 
diminuant  jufqu'à  zéro  (  art.  6). 

Auifi  Wallis  remarque-t-iiexpreifément 
qu'on  peut  employer  \  volonté  les  limites 

en  plus  çu  çn  mains  jpour  Ici  nombrç^ 


» 
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#f         ^^•f  &  propdfe  même  ce  moyen 

Comme  propre  à  abréger  fouvenc  le  calcul  ; 
c^eft  auffi  ce  que  EuUr  fait  oblènrer  dans 
l^arcicie  io%  &c  fuivanc  du  Chapitre  cicé  ; 
cependant  je  vais  faire  voir^  par  un  exemp  te, 
qu^en  s^y  preoanc  de  ceue  manière  on  peut 
rifquer  de  ne  jamais  paryenir  à  l^fbiuiion 
de  r^quacion  propofde. 

Prenons  Texemple  de  Part.  loi  du  même 
Chap.où  il  s'agit  de  réToudreuoe  équation 
de  cette  forme  p^=6q^i  ,  ou  bien  p'^ 
r— éf^x*  Qq  aura  donc  ps=i^{6q^i\  ^ 

&L  négligeant  le  terme  confiant  i,/7=jk^; 

doocfss^ 6>ft<^  i  prenons  la  limite 
en  moins  &  faifons  ^i=x^  &  enfuite  p 
sxf-f"''  f  fubftituant  donc  çeœ  valeur  ^ 
on  aura  —     -j-  ^qr^  r^=:i  ;  donc  q 

s= — s — ^  ou  bien  en  rejet-» 

tant  le  terme  confiant  —  qssz^^  ^ 
d'où  f=^>2<3  ;  prenons  de  nou- 
veau la  limite  en  moins ,  &  faifons  qsae%r 
•jy^  la  dernière  équation  deviendra  r* 
— *  /^rf —  ay«  ss;  I  ,  oii  l'on  voit  d^abord 


638  jibbïtïô^i;, 

qu^on  p€U£  fuppofer  J==o  6c  rsi  ;  aîofi 

0.1  aura  (^—z^p=z^^ 

Mainrenaot  reprenons  là  pi'emiére  tranl^ 

formée  —  zt^  -^  ^qr  -j-  r'  =  i  ,  où  nous 
avons  vu  que >  X  &  <3  ,  &  an  lieu  de 
prendre  la  limite  en  moins  ^  prepons*Ià  en 
plus  ,  cVft*à-dîre ,  fuppofons  y== jr-iy, 
ou  bicn^puifque  f  doit  être  alors  une  quan- 
tiré  négative  q^y-^f^  on  aura  la  tranA 
formée  fuivante  ,  —  $r'-|[-8r/— 2/'=i , 

laquelle  dohnek  r^^^'^^^^^^''^ 

5  î 

donc  négligeai:  le  terme  coullant  $  >  r 

Prenons  de  nouveau  la  limite  en  plus , 

&  Êûfons  nàAf—t,  on  aura— 

.     '      6^  +  |/(6r  — 6) 
<t'  =  i;  Jqiic  /=  ï — -~  ^ 

»  ; 

donc,  rejetant  le  terme— 6,  y==î^. 

Qu'on  continue  à  prendre  les  limites  en 
plus  &  qu^on  faffe /=ar— w ,  il  viendra— çr* 

•-j-iirw — bu  s=;i  j  doccr= — '  K 
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âoi]cf8:s^>i<a«  Faifons  donc  de 
même  /=s2« — x  on  aura — %u^%ux 
— ;  dônc  ,  • 

Concinuanc  de  cecte  manière  à  prendre 
toujours  les  limites  en  plus,  on  ne  trouvera 
jamais  de  transformée  ou  te  coei&cieoc  du 
premier  terme  foit  égal  à  Pooité,  comme 
il  le  faut  j  pour  qu^on  puiiie  trouver  une 
iblution  de  la  propofée. 

La  même  chofe  arrivera  oéCelTairemenc 
toutes  les  fois  qu'on  prendra  la  première 
limite  en  mBins  &  les  fuivantes  toutes  en 
plus  ;  je  pourrois  en  donner  la  raifon  à 
priori  ;  mais  comme  le  Leâeur  peut  la 
trouver  aifémentpar  les  principes  de  notre 
théorie^  je  ne  m^  arrêterai  pas.  Quant  à 
préfenc  il  me  fufîic  d^avoir  montré  la  né- 
celfité  de  traiter  ces  fortes  de  problêmes 
d'une  manière  plus  rigoureufe'  &c  plus, 
profonde  qu^on  ne  Tavoit  encore  iait. 


PARAGRAPHE  IX 

X)e  la  manière  Je  trouver  des  Fondions 
ûlgcbriqi^s  de  tous  Us  degrés ,  qui  ^ étant 
multipliées  enfemble  produifcnt  tou- 
jours d€s  fondions  femblables. 

f  m 

Additha  pmtr  tes  Chapitres  Xï  ^  XTIi 

87.Je  croîs  avoir  eu  en  nième*tenipsc^uc 
Euler  Vidée  dé  £dre  fcrvir  les  fafteurà 
trra^onnels  ôc  même  imaginaires  des  for«> 
snulcs  du  fecood  degré ,  à  trouver  les  con- 
diûoos  qui  rendent  ces  £>rmiiles  égsàes  à 
det  quari^  ou  à  des  puiflances  quel- 
conques ;  j'ai  la  ^  M  fu jet  à  TAcadémie, 
en  1768 ,  un  Mémoire  qui  n'a  pas  été 
imprimd ,  mais  dont  fai  donfté  un  précis 
à  la  fin  de  mes  recherches  fur  les  Pro* 
hlétnes  indéterminés ,  qui  fc  trouvent  dané 
le  volume  pour  l'année  1767  ,  lequel  a 
paru  ta  17^9 ,  avant  même  la  tradudion 
Allemande  de  TAlgebre  à'Euler. 

Pai  iàic  voir  dans  Tendroir  qug  je  viens 

de 
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> 

Hc  citer  >  comment  on  peut  étendre  la 
même  méthode  à  des  formules  de  <iegréà 
plus  clcviis  qoe  le  fécond  ;  &  j^ai  jpar  cé 
moyen  dooùé  là  folucioù  dé  quelques  équa^ 
tiens  donc  il  âuroic  peut-être  été  fort  dif- 
iiciie  de  Venir  à  bouc  pat  d'autres  voies.  Je 
▼aïs  maintenant  |;énéralifer  encore  davan- 
tage cette  méthode ,  qui  me  paroit  mériter 
particulièrement  Tatteotion  des  Géomètres 
Jpar  (a  nouveauté  &  pair  fin^ùlarité. 

88.  Soient  «  &  i  les  deux  racines  dé 
Téi^uatidn  du  fécond  degré  \ 

&  confidcrons  le  produit  de  ces  dcujt 

^ui  fera  hécefTairement  réel  ;  ce  pirôduiè 
fera,  JC^-|-(*-j-a)  jty+4ey%-  or,  ona*-|-ii 
a>  &  «U==±5^  par  là  nacuî'é  de  l'équa«> 
tion  /^~a/-|-fr=o;  donc  on  Hura  cette 
Ibrmale  do  fécond  degré 

laquelle  eft  compcfée  des  deux  fàfteUni 

tome  IL  Si 


.  MaioteHaot  îl  cft  YÎfibleiioe  fi  Too  a  uoê 

^Qirmule  femblable 

6c  qu'on  veuille  les  multiplier  Tune  par 
l  autre ,  il  fuffira  de  multiplier  cofemble  les 
deux  fadeurs x  +  ^y      +*y\ Se  les  deux 
a:  +    ,  X* + •  yS  cnfuitc  les  deux  produits 
l'uQ  par  rautre,Or  ,  le  produit  de  x^-^y 
-  par  x^+*/eftxx'+-(xy»+yxO+»'yyS- 
mats  puifque «eft  une  de»  racines  de  1  équa- 
tion f^^af'j-b=^o ,  on  aura  *»— 
«=sQ  ;  donc  A^asM. — bi  donc  fubfticoanc 
cette  valeur  de  «*,dans  la  formule  précé- 
dente, cUe  deviendra  XX» — *yy" 
•|-yx**f-^yyO  >      ^^^^^  qu^en  feifant^ 
pour  plus  de  fimpHcité  » 
JC=xx' — byy^, 
JT  =  X  y  ^ -f- y  x^ tf  yy* , 

le  produit  des  deux  fadeurs  x+  «y^x'  +«y% 
feraX+»F,&parconféqucntdcIamèm^  ^ 

forme  que  chacun  d'eux.  On  trouvera  de 
mcrae  que  le  produit  des  deux  autres  fac^ 
leurs  X  +  ây  &  x'  -j-sy'^feraX+âri 
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de  forte  que  le  produic  total  fera  (-X-[-«P^ 
(JC-f-^r),  favoir 

C'eli  ie  produit  des  deiiic  formules  ièm* 

blablcs^ 

^  axy  Se  -  j-  ax^y  '  *• 

Si  on  vouloit  avoir  lê  produit  de  cm 

krois  formules  fcmblablcs 

A 

Il  II  XI  tl 

il  ny  aorolc  qu'à  crouTcr  celai  de  la  fbr^ 
inulo!  ^*-h<tirr*f  ^l^par  laderoiere^ 

-|-tfxj4"^y*f  &  il  eft  vifibie  pit  le< 
i^rmules  ci-deflus  quVn  faifant 

le  produit  -cherché  feroit 

On  pourra  trouver  de  mênie  le  produis 
ée  quacfë  ou  d^un  plus  grand  nombre  d^ 
fomuiesfeaîblablès  à  cellè<i  ; 

S  $  % 


^44  Aj}J>i^^^^^^ 

&  CCS  produits  fcroDt  .toujours  auffi  de  U 
même  iorme* 

89.  Si  onfaic  x=x&y=y,onauia 

À  par  confdqucnt 

Donc  fi  Ton  veut  trouver  des  valeurs 
rationnelles  de  X  5c  Y,  telles  que  h  for- 
mule X*^aX  YJ^b  y^evieone  un  quarré, 
a  n'y  aura  qu'à  donner  à  X  &  à  F  les  va- 
leurs précédentes ,  &  l'oa  aur»  pour  la 
racine  du  quarté  la  formule  x'^axy^^y, 
xScy  étant  denx  indâeriDiik|es. 

Si  on  Élit  de  plus  =i*  &  or"=y* 

«y, on  aura  X'=Xx— iFy,  K'asXy  ' 
-j-  yjc  4-  tf  Fy  ,  c'cû-à-dire  en  fubftituanc 
Jet  valeurs  précédentes  de  Xôc  x  # 

r» = 3x»y + 3ûxy ^-f  Ca« — y  ; 

(xH-ûxy-i-fty»y=aXH-aXr-H 
Ainfi,  A  i'on  propofoit  de  uouvet  des 
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valeurs  rationnelles  de  A>  &  Ff,  telles  que 
la  iormnlcX^^aXV-j-bV^  devine  un 
cube,  il  n'y  atiroît  qu'à  donner  k  i  Se  V 
les  valeurs  précédentes ,  moycnnaoc  quoi 
on  aiiroit  un  cube  dont  la  racine  feroic  Jt* 
+  oc  <Sc  y  citant  deux  iqdétcr*^ 

minées,  '  ) 

On  pourroit  rëfoudre  <i'ane  inaniere 
iemblable  les  queftions  ou  il  s'agiroic  de 
produire  des  puiffances  quatrièmes ,  cin- 
quièmes, &c,,  mais  on  peut  auffi  trouver 
ifrinédiatement  des  formules  générales 
pour  une  puilTance  quelconque  fens 
par  les  puifiàoces  inférieures. 

Soit  donc  propofé  de  trouver  des  valeurs 
rationnelles  dçXic  telles  qqc  la  for- 
mule A^^+tfJTF-f- Ajr^  devienne  unç 
piiiflànce  m ,  c'eft-à-dire  qo*il  s'agiffe  de 
réfoudrç  TéquatioD 

Comme  la  ({usLntitéX^^aXY^ty*  cû 
formée  du  produit  des  deux  ïaâcursX+^Y 

pour  qu«  Ce(t^ 

S  s,  3 
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quancicc  devienne  unepuiffance  du  àt^tém^ 
que  cbacuo  de  fes  deux  iàâeurs  dcyieonè 

auiïî  une  fcinblable  puiflaace. 
Faifonç  donc  d'abord 

&  développant  çecre  puifTance  par  le  théo^ 
rême  de  Newton ,  on  aura 

Or,  puifquc  &  eft  une  des  racines  de 
f'équatioû  y*— û/-f'A==o,on  aura  aufli 

—  <2a+£=o;donc  «*=a* — /),«5=:û»* 

— A*a=r (  n»  —  A  )  * — ni ,        (         /i  )  .1 

~û5x  =  (a3 — 2^)* — ficainfi 
de  fuite*  Ainfi  il  n'y  aura  qu^à  fubffituer  ces 
valeurs  dans  la  formule  précédente^  ôc  elle 
ft  trouvera  par-là  compofée  de  deux  par- 
ties, l*uae  toute  ratiooueile  qu'on  compa* 
rera  à  X,  6c  l'autre  toute  multipliée  par 
la  racine  « ,  qu^oo  cofnparera  k^V. 
'  Si  on  fait  pour  plus  de  ûmplicité 
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£^c,  &c.  ôc^ 

J3" 

Donc  fubfticuanc  cei  iT&Ieurs  &  com- 
parant ^  on  aur^ 

Or ,  comme  la  racine    n^eotfe  potni 

dans  les  cxprefTions  de  -X"  âç  Y,  il  eft  clair 
tfju^afanc  «y=:  (x  +  «j)^,  on  aura 
auili  JC-|-âF=s:(x-|-|j)'";  donc  muki- 
pliant  ces  deox  équations  l^une  par  Tautrç  ^ 
pn  aura 

fc  par  çonfé^uçflt 

Ss  ^ 


Aiqfile^  problème  eft  réfolu. 

3i  ^  ctoic  les  ioroiules  pr^c^emo^ 
dcviendroient  beaucoup  plus  Hinples  ;  cac 

^  de  même  i^^=o,  /a(M^=;?o, 
donc 

•  X  tjs  V"  —  2Î2:I^  -4-  ^Çffi-»'  0^^-^)  C^?J} 

+  jnCro-j:)  (m-a)  (m-jj  (m^)  ^.j  ..g  La  ^  ^ 

ic  ce^  valeurs  lacisferpnt  à  Téquacion 

^o^^Fc^ITods  maintenant  ausp  formules  de 

trois  diaienliuns  ;  ppur  cela  pous  défignq- 
rpns  par        ^  les  trois  racines  de  Téqu?- 

lioa  du  troifieme  degrd 

nous  çonfidéreroQs  eoiuice  le  prpdi^^ 
de  cesitroUÊiâpars, 


/ 

I 

/ 


>  • 

Digitized  by  Googl 


Içquel  fera  Déceflatremepc  rationnel  , 

cqaime  on  va  le  voir.  La  mulcipiicaûoa 
faire ,  oo  aura  le  produit  fuivaoc , 

pr  par  la  nature  de  Téquacion  oo  a 
de  plu$  on  trouvera 

donc  taifant  çes  fubûitutioas  ^  te  produit 
4ont  il  s'agît  fera 

Ec  cette  forihule  aura  la  propriété  ^  que 

*  fi  on  multiplie  cnfcnible  aacani  de  fc»- 

*  blabies formulés  que  Ton  voudra  Je  prodi^t 
fera  toujours  auilj  uaçiormule  femblable. 


6^o  Additions, 

£o  effec^  Aippofons  qu'on  denitnde  le  pro- 
duit de  cette  forniule-là  par  cette autre-d, 

xy^'+  ib'—zac)xX+cy+acy^+bcy'^ 
+c^{';  il  efl  clair  qu'il  n'y  aura  qu'à  cher- 
cher celui  de  ces  fix  &deurs  x  -f-«y "f'^^'f  ^ 

^ + «y + ^'î ,  * +ry + y{ , 

inultipUc  d'abord  x+«y-j-»YP*f  **+*y  ' 
rf-*Y  '     •""'^  ^®  produit  partiel  xx'-^n 

(^*+y*>*X*f'+{*'+yy*)+*  W+îy') 

w  «  étant  une  des  racines  de 
Téquation  A/^ca=»o ,  on  aun 

— — c=o ,  par  conféqacnc  u,^=û* 
^tk^cf  donc«^stt«'-T^«'4*ccs=s(ii'— i) 
— 0*+^^>      forte  qu'en  fub(- 
tituaot  ces  râleurs  &  £iifaoc  pour  abr^2<ef 

jr==4ry*+yx'-A(y{'+çy)-(^-r)ff, 
Z-x(+ix'^yy4^iy^+l/}i^^^ 

le  produit  dont  il  s^^git  deviendra  de  ce;tç 
forxn^ 
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.     Ji  U        i  IÇ,  J  Q  N  6  ^ 

p^eft-à-dirc  de  la  même  forme  que  chacuif 
lies  produifans»  Ori  comme  la  racmceo^eii* 
rre  poinc  dans  les  valeurs  de  JÇ,  Y,  Z,  il 
cft  clair  que  ces  quantités  feront  les  mêmes 
en  changeant  «  eo  ou  enr;  donc  puif* 
que  Ton  a  déjà 

i>a  anra  auflî  en  changeahc  «  en  a ,  - 

&  en  changeant  4*  en  y, 

{  x+yy+y^l  )  (  x'+ry+y-j'  )  =:X+rr+  j*Z  } 

donc  multipliant  ces  trois  équations  enfem* 

ble ,  on  aura  d^un  coté  le  produit  des  deux 

formules  propbfées  ^  &  de  l'autre  la  for- 

mule 

^ui  fera  donc  égale  au  produit  demandé, 
&  qui  cft^  comme  l'on  voie ,  de  la  même 
forme  (jue  chacune  dc&  deux  formules  doa( 
^lle  cft  compofée. 

Si  ou  avoic  une  troiiieme  formule  telles  « 
que  ccllc-ti. 


AnoiTio^s. 

^  qu^oQ  voulût  avoir  le  produit  de  cette 
formule  &  des  deux  précédentes  ,  il  eft 
clair  qu'il  n'y  auroic  qu'a  iaire 
X'=Xx"— c(  F{"-fZy")-|-flcZ^" , 

^■=X£'-4-Zx"+ry"+-  Ci  ï'+^y") 

2c  Ton  auroit  pour  le  produit  cherché 

91.  Faifons  matncenanc  :fs=Xf  y^jt 
2*  s  { ,  nous  aurons 

A'=Jc'-T-icy{-j-ûcç*, 

jF=  axy— liy j-r(ai — c)^  , 

<c  ces  valeurs  fkcisfisront  à  Péqtiactoii 
^■-J.içrZ'+c'Z'==F*, 


» 
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€0  prenaoc 

(  flA— 3C  )  xji  "j-  ûcy\ ^  (       itfc  ) 

donc  fi  Ton  avoir  ^  par  exemple  ^  à  rëfoQdre 

une  équation  de  cette  forme,  ^ 

M,  6,  c  étant  des  (quantités  quelconques 
données,  il  auroit  qu^à  rendre  Z=o^ 
en  faifanc 

d'où  Ton  cire 

2c  fubftîtuanc  cette  valeur  de  x  dans  les 
cxprelBons  précédentes  de  X,  YSc 
on  aura  des  valeurs  très-générales  de  ces 
quantités^  qui fatisferont  à  l'équation  pro« 
pofée.  ^ 

Cette  folutioQ  mérite  d^être  bien  remar* 
quéç  à  caufe  de  fa  généralité  &  de  la  ma- 
nière dont  nous  y  fommes  parWnus ,  qui 
eft  peut-être  Tunique  qui  pui^e  j  conduire 
fiicileme&t. 


^  13  ja  I  T  1  o  it  ié 

On  aorbic  de  même  la  réfolution  de 
réquaciua  ' 

-^acY*Z'-\-bcy'Z'-\-c'Z'=:V' , 
en  iaiiant  dans  les  formules  ci-deflî» 

&  prenaot 

Et  on  pouÉToic  réfoudre  auflî  fucccffivc- 
mcnc  les  cas  où, au  lieu  delà  trôtfieine 
puiffaoce  F» on  auroic  V*,V*,  6c.  raait 
nous  allons  traiter  ces  queftioos  d'une  m*: 
oîere  tout-à-fait  générale  ,  commet  nous 
Tarons  fait  dans  Tart.  90  ci-delTus. 

9x.  Soit  donc  propole'  de  réloudre  une 
équation  de- cette  fçrme , 

•j-bcYZ'-{-c'Z'=y\ 

Puifquc  la  quantité  qui  forme  Je  prcmicf 
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chcinbre  de  ceete  équation  n'cft autre chofe 
^ue  le  produic  de  ces  crois  ùAeurs, 
{X+^l+^Z)  (Jr+*r+*^^)  ÇK+vY+r^Z), 
il  cft  clair  que  pour  rendre  cotte  quantité 
égale  à  une  puiflàûce  du  degrd  m ,  il  ne 
âudra  qne  rendre  chacnn  de  Tes  fadeurs 
en  particulier  égal  à  une  pareille  puiflanccé 
Soie  donc 

on  tommencera  par  développer  la  puif- 
fance  m  de  ^ par  le  diéorêmo 
de  Newton ,  ce  qui  donnera 

^+m^'  (y+  ^i)  « + ^;e-ty + -zY 

ou  bien  ,  en  formant  les  différentes  puif^ 
fances  de  y-f^-^f ,  &  ordonnant  cnfuice, 

par  rapport  aux  dimcnfions  de  «r, 
^c^mjc^'y  ^fnjc*-'ç+ 

+  â'c. 

Mais  comme  dans  cette  formule  oft  no 
voit  pas  aifémenc  la  loi  dos  eewtoof  ^Miis 

fuppoferoijs  en  général 


&  Ton  trouvera 

c^eft  ce  qui  fe  démoocre  Ëicibibeât  par  le 
calcul  difiifremielé 

Maioceodoe  on  aura  ,  à  c^ufe  que  *  efî 
une  des  racines  de  Véqixaxioùf^ — "f^'^f 
—  c±=o,  on  aura ,  dis-je  ,  *^ — 
*-c=Ofd'oii 
•5=11^*— i«-|-c  ;  donc 

&  aînii  de  fuite. 
De  forteque  fi  on  ùàt  pour  plUs  de  Èm^ 

A 


AujiJTIOtT.S, 

A"  =t 

A*  sssaA" -^Ab'"-\-cA'* 
^"  =aA''  -^bA'"  4-c^'"^^<?* 

B"  =aB'" — -f-cB* 

C»  H=o     .  .. 
C"  =o 

C"  =aC'" — bC"  "l-cC* 

)o  aura 

«  ssA'  •*-*B'  i-f-C* 


.4  t=^'v  »i^^iT  «-j-C  , 


T  I 


6^9  ADDITIONS. 

Subliicuaoc  donc  ces  valeurs  dans  Tex- 
prcflîofi  de  («+*y+**{)">  cHe  fe  trou-^ 
veracompofée  de  crois  parties ,  i 'une  coûte 
rarionnelle  ,  raatrc  toute  multipliée  par  «  , 
&  la  croifieme  toute  multipliée  par  «  j  ainii 
il  n'y  aura  qu'à  comparer  la  première  h  X  , 
la  féconde  à  «  &  la  croifieme  km,*  Z , 
ôc  Ton  aura  par  ce  moyen 

Ces  valeurs  facisferonc  donc  àTéquacioa 

&  comme  la  racine  «  o^entre  point  en  par- 
ticulier dans  les  cxpreffions  it  X ,  Y  & 
Z  ^  il  eit  clair  qu'on  pourra  changer  «eo  à, 

ou  en  y  ;  de  forte  qu'on  aura  cgaiciuenc 

Or  ^multipliant  enfemble  ces  crois ëqoa* 
tioos,  il  eft  vifible  que  le  prenfier  membre 
fera  le  même  que  celui  de  l  équa  ion  pro- 
poftfe  f  &  que  le  fécond  fera  égal  à  uoo 
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puiilance      donc  la  racine  écanc  nonunée 
y  on  aura 

^  (^7^ — 3r)  xyf -j-  (Z»" — 2.^7t)  x|'-j-cy' 

Ainiiî,  on  aura  les  valeurs  demandées  de 
■X ,  Y ^  Z  ôc       Icfquellcs  renfermeroot 

trois  indcccrniinées  J> 

93.  Si  on  vouloir  trouver  des  formules 
de  quatre  dimenfionsqui  cuflent  les  roêmes 
propriétés  que  celles  que  nous  venons 
d'examiner,  il  faudroit  coniidérerle  pro- 
duit de  quatre  fàâeurs  de  cette  ferme , 

en  fijppofant  que  s,  y,^  fulTent  le« 
racines  d'une  équaciou  duquatrieme  degré|. 
telle  que  celle-ci  > 

00  aura  aioii 


(^O  AnBMTJOV$. 

inoyennantquoion  pourra  déterminer  tous 

les  coeâicicns  des  diiierens  termes  du  pro* 
duii  dont  il  s'agit,  fans  connokre les  racines 
f  >  0»  rt    en  particulier.  Mais  comme 

il  faudra  faire  pour  cela  dinirentcs  re- 

duâioos  qui  peuvent  ne  pas  fe  préfemec 

facilement,  on  pourra  s'y  prendre,  fi  oa 

le  juge  plus  commode  9  de  inamcro 
guc  voîci. 

Qu'on  fuppofe  eb  général 

is,  comme  /  eft  déterminé  par  I^équatioa 

qu'on  chalTe  f  de  ces  deux  équations  par 
]|es  règles  connues  y  &  Téquacion  réfulraoce 
çle  Pévanouiircaicac  de  f  étant  ordonnée 
par  rapport  k  l^iqconnue  p ,  montera  au 
gu^çf  jcme  degré  f  de  forte  qu'çUç  j>ourr^ 
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Or^cecce  équauoa  cn^  ne  mooce  au  qua« 
crieme  degré  que  parce  que  /  peut  avoir 
les  quatre  valeurs  ««^«^jl^,  &  qu^aîafî  f 
peut  avoir  auffi  ces  quatre  valeurs  cbrrdt 
pondauces  ^ 

Icfquellcs  ne  font  autre  chofe  que  les  fac- 
teurs donc  ils'agic  d'avoir  leproduir.  Douc^ 
puifque  le  dernier  terme  K  doit  être  le 
produit  de  toutes  les  quatre  racines  ea 
valeurs  de  il  s' enfuit  que  cette  quantité  il 
fera  le  produit  demandé. 

Mais  en  voilàaflèzfurce  fujet,  que  nous 

pourrons  peut-être  reprendre  dans  une 
autre  occafion» 

Je  terminerai  ici  ces  Additions  ^  que  les 
bornes  que  je  me  fuis  prefcrites  ne  me  pcr« 
mettent  pas  d'étendre  plus  loin  ;  peut-êtrt 
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inême  les  trouvera-t-on  ddjà  trop  longues  ]j 
mais  les  objets  que  ai  traités  étant  d^uo 
genre  ailez  notireau  &l  peu  connu  ^  j'ai  cru 
(Revoir  encrer  dans  plnfietirs  détails  néceG- 
iaires  pour  le  meccre  bien  aù  Êiic  des 
méthodes  que  j^ai  expofées  ^  &  de  leurs 
diiiéreos  u{ages« 

FIN, 
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